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Abstract 

For every Brouwer (ie planar, fixed point free, orientation preserving) home- 
omorphism h there exists a covering of the plane by translation domains, in- 
variant simply-connected open subsets on which h is conjugate to an affine 
translation. We introduce a distance dh on the plane that counts the minimal 
number of translation domains connecting a pair of points. This allows us to 
describe a combinatorial conjugacy invariant, and to show the existence of a 
finite family of generalised Reeb components separating any two points x, y 
such that dh{x,y) > 1. 



Tout homeomorphisme de Brouwer s'obtient en recollant des domaines de trans- 
lation (ouverts simplement connexes, invariants, en restriction auxquels la dy- 
namique est conjuguee a une translation). On introduit une distance df^ sur le 
plan qui compte le nombre minimal de domaines de translation dont la reunion 
connecte deux points. Ceci nous permet de decrire un invariant combinatoire de 
conjugaison, qui deer it tres grossierement la maniere dont les domaines de trans- 
lation se recollent. On montre egalement I'existence de structures dynamiques 
qui generalisent la presence de composantes de Reeb dans les feuilletages non 
triviaux du plan. 
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1 Introduction 



1.1 Les feuilletages reguliers du plan 



Considerons, sur le plan, un champ de vecteurs qui ne s'annule pas. En 
I'integrant, on obtient un feuilletage oriente J- sans singularite. Ces objets sont 
parmi les premiers sur lesquels les dynamiciens se soient penches, et on peut 
dire qu'ils sont tres bien compris. Rappelons rapidement quelques resultats. La 
theorie de Poincare-Bendixson dit qu'il n'y a pas de recurrence: toute orbite 
du champ de vecteurs part a I'infini. D'un point de vue un peu plus global, 
on montre que si I'on prend une carte du feuilletage I'union des orbites qui 
passe par cette carte est encore une carte de T. En d'autres termes, on peut 
recouvrir le plan par des ou verts connexes, simplement connexes, invariants par 
la dynamique, sur lesquels la restriction du feuilletage est triviale, c'est-a-dire 
homeomorphe au feuilletage horizontal du plan. 

Ces resultats de "trivialite semi-globale" ont encourage la recherche d'une clas- 
sification complete de ces objets. W. Kaplan a ainsi decrit les feuilletages 
topologiques reguliers du plan au moyen d'objets un peu exotiques appeles 
"systemes cordaux" [HI HB] . Plus tard, G. Reeb, A. Haefliger et C. Godbil- 
lon ont etudie I'espace des feuilles, qui est une variete de dimension 1 non 
separee, le feuilletage s'obtenant comme fibre en droites au-dessus de cette 
variete jl4l 1121 lllj . On peut extraire de ces theories les resultats suivants. 
Le feuilletage non trivial le plus simple est le feuilletage de Reeb, represente 
sur la Figure Ij il est unique a homeomorphisme pres. Soit maintenant J- un 




Figure 1: Lc feuilletage de Reeb 



feuilletage regulier quelconque. Disons qu'un couple de feuilles (Ao,Ai) de 
J- est une composante de Reeb s'il existe un homeomorphisme (j) de la bande 
i? = M X [0, 1] vers une partie (j){B) du plan, qui envoie {0} x M sur Aq et 
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{1} X R sur Ai, et qui envoie le feuilletage de Reeb de la bande B, represente 
[■b'igure 1 sur la restriction de ^ a 4>{B) (remarquons que I'ensemble n'est 
pas necessairement ferme, voir les exemples de la |Figure~2 ). Les feuilles Aq et 
Ai sont appelees bords de la composante de Reeb. La notion de composante de 
Reeb est fondamentale pour comprendre les feuilletages du plan: en effet, tout 
feuilletage non trivial admet des composantes de Reeb. On pent meme preciser 
ce resultat de la maniere suivante. 



Theoreme Soit T un feuilletage du plan sans singularite. On se donne deux 
points X et y, et on note d le nombre minimal de cartes du feuilletage dont 
la reunion est connexe et contient x et y. Alors il existe exactement d — 1 
composantes de Reeb dont chacun des deux bords separe (faiblement)^ x et y. 




Figure 2: Tout couple de points est separe par un nombre fini de composantes de Reeb 



Le theoreme est illustre par la Figure 2 avec d = 3. En particulier, ce theoreme 
permet de definir un invariant combinatoire qui decrit totalement le feuilletage 



"entre x et y". Par exemple, la partie du feuilletage entre x et y sur la Figure 2 
pourrait etre representee par le mot (f, — J,, <— , ]) , obtenu de la facon suivante 



^Un ensemble separe (faiblement) deux points si ccux-ci nc sont pas dans la 
meme composante connexe de son complcmentaire. Ici, les points x on y pcuvcnt 
evcntucllcmcnt appartcnir an bord d'une composante de Reeb; cependant, cette situa- 
tion est non-gencriquc, au sens oii la reunion des bords de toutes les composantes de 
Reeb du feuilletage est un ensemble maigre (reunion denombrable de fermes d'interieurs 
vides). Par ailleurs, notons que cct cnonce n'apparait pas explicitement dans les articles 
cites ci-dessus. 
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(voir la figure): on se deplace sur le segment joignant x a y, et on y ecrit les 
fleches au fur et a mesure; les fleches verticales codent la dynamique sur les 
bords des composantes de Reeb, les fleches liorizontales codent la dynamique a 
I'interieur d'une composante (ce procede est precise plus bas). 

1.2 Les homeomorphismes de Brouwer 

Un homeomorphisme de Brouwer est un fiomeomorphisme du plan, preservant 
I'orientation, et sans point fixe. Ces objets ont ete introduits par Brouwer, 
puis etudies notamment par Kerekjarto, Homma-Terasaka, Andrea |1J 1191 1151 
121 Dans une certaine mesure, on peut les voir comme une generalisation 
des champs de vecteurs qui ne s'annulent pas: en efFet, d'apres le theoreme de 
Poincare-Bendixson, tout temps du flot obtenu en integrant un tel champ 
de vecteurs est sans point fixe, c'est done un homeomorphisme de Brouwer. En 
fait, le theoreme de Poincare-Bendixson se generalise aux homeomorphismes 
de Brouwer: la aussi, il y a absence de recurrence, et toute orbite part a I'infini. 
L'analogie culmine avec le celebre theoreme des translations planes de Brouwer: 
on peut recouvrir le plan par des domaines de translation, qui sont des ouverts, 
connexes, simplement connexes, invariants par h, sur lesquels la restriction 
de h est triviale, c'est-a-dire conjuguee a une translation affine du plan. En 
raccourci, tout homeomorphisme de Brouwer peut se construire en recollant des 
translations. 

Peut-on pousser plus loin cette analogic avec les feuilletages? La litterature 
regorge d'exemples d' homeomorphismes de Brouwer exotiques, qui semblent 
tres differents de ceux provenant d'un champ de vecteurs (voir [T!? l IT ^ 1^ [7| 1^ ) 
Meme si on se limite aux dynamiques obtenues en recollant deux translations, 
il faut abandonner I'idee d'obtenir une classification complete (voir |2H], PH] . 
et (3] oil Ton tentait de decrire le plus finement possible ce recoUement). Le 
point de vue de cet article est en quelque sorte complement aire de celui de 
II s'agit ici de decrire de maniere vague le recollement d'un grand nombre de 
translations, en oubliant toutes les differences qu'on analysait la en detail. Avec 
ce point de vue, nous allons generaliser le theoreme d'existence de composantes 
de Reeb enonce ci-dessus pour les feuilletages, et en deduire la construction 
d'un invariant de conjugaison combinatoire qui etend le codage esquisse plus 
haut. 

1.3 Description des resultats 

Nous decrivons maintenant les resultats de Particle de maniere plus precise. 
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Distance de translation Soit h un homeomorphisme de Brouwer. Etant 
donnes deux points distincts x et y, on note dh{x,y) le nombre minimal de 
domaines de translation de h dont la reunion est connexe et contient x et 
y. Ceci definit une distance sur le plan. On definit egalement la /i -longueur 
d'un arc, c'est le nombre minimal de morceaux dans un decoupage en sous- 
arcs lihres (un ensemble E est lihre si h{E) f] E = 0). On montre alors que 
la distance dh{x,y) coincide avec la plus courte longueur des arcs joignant x 
a y. Les arcs realisant le minimum sont nommes arcs geodesiques. Dans le 
cas ou r homeomorphisme h est obtenu en integrant un champ de vecteurs, le 
nombre dh{x,y) coincide avec le nombre d qui apparait dans le theoreme de 
la Section 11.11 (nombre minimum de cartes du feuilletage dont la reunion est 
connexe et contient x et y). Sur I'exemple de la Figure 2[ le segment [xy] est 
un arc geodesique de /i -longueur egale a 3. 



Composantes de Reeb D' autre part, nous generalisons la notion de com- 
posante de Reeb de la maniere suivante. Essentiellement, on dit qu'un couple 
{F, G) de parties disjointes, fermees et connexes du plan est une composante de 
Reeb pour un couple de points {x, y) si 

• F separe x et G U {y} (ou bien F contient x), 

• G separe y et F U {x} (ou bien G contient y), 

• le produit FxG est positivenient ou bien negativement singulier, i.e. pour 
tout couple {V, W) d'ouverts rencontrant respectivement F et G, il existe 
des temps n positifs arbitrairement grands tels que h'^{V) rencontre W , 
ou bien pour tout couple {V, W) d'ouverts rencontrant respectivement F 
et G, il existe des temps n negatifs arbitrairement grands tels que h'^{V) 
rencontre W. 

On peut verifier que cette definition est compatible avec celle donnee dans 
le cadre des feuilletages. On prouve alors le theoreme suivant, qui generalise 
I'enonce de la Section [TTTl 

Theoreme A Solent x et y deux points du plan, et d = dh{x,y). Alors il 
existe exactement d — 1 composantes de Reeh pour (x, y) qui sont niinimales 
pour I'inclusion. 

De plus, ces composantes sont donnees par une formule utilisant la distance dh 
et la topologie du plan: en particulier, pour chaque composante (F, G) , le bord 
G est situe sur la frontiere d'une boule pour la distance dh , centree en x . 
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Fleches horizontales Comme pour les feuilletages, ceci va permettre de 
definir un invariant de conjugaison combinatoire, dependant de x et de y, et 
qui decrit (partiellement cette fois-ci) la dynamique de h "entre x et y" . Get 
invariant sera, la encore, un mot sur I'alphabet {<— , — >, j, J,}, dont la longueur 
est liee a la distance dfi{x, y) , et dans lequel les fleches horizontales et verticales 
alternent. La definition se fait en deux temps. Voici la definition des fleches 
horizontales. Notons d la distance dh{x,y). On considere une decomposition 
minimale d'un arc geodesique 7 joignant x a y, c'est-a-dire un decoupage en 
d sous-arcs libres (voir la [Figure^ 011 Tare 7 est decoupe par les points xi et 
X2)- Considerons deux sous-arcs adjacents 7^ et 7^4-1 dans la decomposition. 
Par minimalite, leur reunion n'est pas libre; on en deduit que /i(7i) rencontre 
7j+i ou bien que /i(7j_|_i) rencontre 7^. Le point cle est que ces deux possibilites 
ne peuvent pas avoir lieu simultanement: en effet, ceci est une consequence de 
I'absence de "quasi-orbite" periodique pour les homeomorphismes de Brouwer 
(I'enonce precis est un lemme de J. Franks, rappele a la Section [2. 2j) . On peut 
done associer a cette decomposition de Tare geodesique 7 un mot (mi . . . nid-i) 
sur I'alphabet {— avec mi =—5- si /i(7i) rencontre ■ji+i et rrii =<— si c'est 
le contraire. II reste a prouver I'enonce suivant. 



Theoreme B Le mot ainsi deEni ne depend que de x et de y , et pas du choix 
de I'arc geodesique 7 joignant x a y (ni de sa decomposition). 




Figure 3: Lc mot (^^) obtcnu nc depend que de (x, y) 
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Fleches verticales La definition des fleches verticales est plus compliquee, 
nous nous restreignons au cas des suites geodesiques infinies'^, c'est-a-dire des 
suites de points {xk)kez pour lesquelles dh{xk,xi) = \l — k\. Le TheoremeElDer- 
met d'associer a la suite geodesique (x^) une suite de composantes de Reeb min- 
imales (-F^, Gk)k£'L (voir la partie superieure de la Figure Et le TheoremelH 



associe a {x^) une suite infinie de fleches horizontales, liees a la dynamique a 
I'interieur de chaque composante. Nous allons intercaler une Heche verticale 
entre chaque couple de fleches horizontales successives, et cette fleche sera liee 
cette fois-ci a la dynamique sur les bords des composantes; ceci donnera un 
mot infini M sur I'alphabet de quatre fleches. Nous procedons de la maniere 
suivante. On pent compactifier chaque bord (ou ) en lui ajoutant deux 
points a I'infini, les points N (Nord) et S (Sud), de maniere a ce que I'orbite 
de tout point de tende vers ou vers S (cf |Figure^ ). Dans ce cadre, nous 



montrons deux proprietes: d'une part, la dynamique dans F^ (ou dans G^) est 
"a sens unique"; d'autre part, la dynamique "circule dans le meme sens" dans 
les bords adjacents G^ et F^+i : 

Proposition C De deux choses I'une: ou hien il existe des orbites de F}^ allant 
de N vers S , ou bien il existe des orbites de Ff. allant de S vers N . 

Theoreme D Le bord G^ contient des orbites allant de N vers S si et seule- 
ment si le bord -Ffc+i en contient egalement. 

Ces deux proprietes permettent de definir les fleches verticales: la fleche corre- 
spondant a et a Fk+i vaut | si la dynamique dans ces deux bords se fait 
du Sud vers le Nord, et J, si c'est le contraire. 

La partie superieure de la|Fi gure 4|illustre ces notions. Le point est "a I'infini 



vers le haut", le point S "a I'infini vers le bas". Comme I'exemple dessine vient 
d'un champ de vecteurs, les bords des composantes de Reeb sont des droites, 
et les fleches verticales sont alternativement f et J,; ces proprietes ne seront 
pas toujours vrai pour un homeomorphisme qui n'est pas issu d'un champ de 
vecteurs (des exemples sont donnes dans 1' Appendiceal • 



1.4 Application: un indice pour les points fixes 

Toutes ces constructions sont motivees par I'etude de la dynamique des homeo- 
morphismes de surfaces autour d'un point fixe isole, et sont appliquees a cette 

^Dans le cas des suites geodesiques finies, il y a des complications supplcmentaires 
dues a des problcmes de bord, et il n'est pas clair que les fleches initiales et finales 
soient bien definies. 
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etude dans I'article [27]. Evoquons rapidement les resultats correspondants. 
On se donne un homeomorphisme h (preservant I'orientation) d'une surface 
(orientable) S et un point fixe isole xq . Nous associons a ces donnees un indice 
qui affine I'indice de Poincare-Lefschetz, et ce nouvel indice est un mot cyclique 
sur I'alpliabet {^,— ^jTjI}- Resumons la construction dans le cas particulier 
oil h est un homeomorphisme du plan dont xq est I'unique point fixe (voir 



I'exemple represente sur la partie inferieure de la Figure 4 1. Le revetement 
universel de M^\{0} est un plan, et les releves de /i a ce plan sont clairement des 
homeomorphismes sans point fixe: ce sont des homeomorphismes de Brouwer. 
Un point essentiel est que si I'indice de xq est different de 1, parmi tous les 
releves de /i, il en existe un unique qui ne soit pas conjugue a une translation. 
On se place sous cette hypothese d'indice, et on considere ce releve canonique h 



(represente sur la partie superieure de la Figure 4 ) . On pent alors trouver une 
courbe de Jordan 7, qui entoure xq, et dont I'un des releves F est une droite 
geodesique pour h (ie F contient une suite geodesique infinie (5;^) comme 
definie ci-dessus). 

Soit maintenant M le mot infini sur I'alphabet de quatre fleches qui est associe a 
F. Alors M ne depend pas du choix de la courbe 7, et presente une periodicite 
de longueur paire 2d. On obtient ainsi un mot cyclique M{h), de longueur 
2d, qui ne depend que des donnees S, xq et h. Nous expliquons aussi dans 
|27j comment retrouver I'indice de Poincare-Lefschetz a partir de ce mot: "on 
compte le nombre de tours faits par la fleche lorsqu'on lit le mot M(/i)". Et 
on en deduira quelques consequences dynamiques. Par exemples, on precisera, 
dans ce cadre, la version topologique du theoreme de la fleur de Leau-Fatou 
donnee dans 



1.5 Plan du texte 

La Section El propose des definitions et des rappels. La Section 01 raconte la 
definition de la distance de translation dh, des fleches horizontales, et donne 
I'enonce correspondant au Theoreme El d'invariance. La Section expose la 
definition des composantes de Reeb, precise I'enonce du Theoreme \M d'exist- 
ence, et en deduit le Theoreme El Les Sections et (HI fournissent la preuve 
du Theoreme El La Section [3 introduit les suites geodesiques infinies et leurs 
bouts, et leur associe une topologie sur le plan augmente des points et 5". La 
Section ISlprouve le Theoreme O qui conduit a la definition des fleches verticales. 
La Sectioninicontient la preuve de la Pr op osition IHl deer ivant la dynamique dans 
les bords des composantes de Reeb. Le premier appendice rappelle quelques 
enonces de topologie, le second illustre le texte par trois exemples, qui font voir 
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Fi Gi F2 G2 G3 F4 G4 Fq G5 Fq Gq Fj Gj Fg, Gs 



s 



automorphisme de revetement 



revetement 

T 



7 



h 



Figure 4: Un homcomorphisme du plan h ayant un unique point fixe, et son releve 
canonique h ; le mot infini pcriodique M est ecrit au-dessus de la droite geodesique F ; 
le mot cyclique AI{h) vaut (i^T^i^T^) 
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en quoi la vie est plus compliquee pour les homeomorphismes de Brouwer qui 
ne sont pas issus d'un champ de vecteurs. 

1.6 Remerciements 

Ce texte a beneficie de discussions avec Franois Beguin, Christian Bonatti, 
Sylvain Crovisier, John Franks, Lucien Guillou, Vincent Guirardel et Patrice 
Le Calvez. 

2 Preliminaires 

2.1 Definitions, notations 

La droite reelle est notee M, et Z designe I'anneau des entiers relatifs. 
Topologie . . . 

On notera respectivement Int(£'), Adh(£^), dE I'interieur, I'adherence, la 
frontiere d'une partie E dans un espace topologique. On utilisera souvent 
I'inclusion generale d Adh{E) C dE . 

La notion de separation joue un role essentiel dans ce texte: 

Definition 2.1 Soient X un espace topologique (qui sera le plus souvent le 
plan M^) et F, A et B trois parties de X . On dira que F separe A et B si 

• A est incluse dans une composante connexe Oa_{E) du complementaire 
de F dans X; 

• B est incluse dans une composante connexe Ob{F) du complementaire 
de F dans X; 

. Oa{F)^Ob{F). 

Un arc dans un espace topologique X est une application continue injective 
de [0, 1] dans X . Puisque le parametrage de I'arc importe peu en general, on 
identifiera j a j o (j) ou (j) est un homeomorphisme croissant de I'intervalle [0, 1] ; 
on confondra meme souvent un arc 7 et son image 7([0, 1]). On dira que 7 
joint 7(0) a 7(1), ou que ces deux points sont les extremites de 7. Un sous-arc 
de 7 est un arc inclus dans 7. Si x et y sont deux points sur un arc 7, on 
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notera [xy]^ le sous- arc de 7 joignant x a y; on notera egalement ]xy].y ce sous- 
arc prive du point x, etc.. LHnterieur de Tare 7 est ]7(0), 7(1)[^= 7(]0, 1[) = 
7\{7(0),7(1)}- 

Soient 71 et 72 deux arcs tels que 71(1) = 72(0). On appellera concatenation 
de 7i et 72, et on notera 71 * 72, la courbe definie par 71 * 72(0 = 7i(2t) pour 
t G [0,1/2] et 71 * 72(0 = 72(2* - 1) pour t G [1/2,1]. Cette loi induit une 
loi sur les classes d'equivalence modulo reparametrages croissants, loi qui est 
associative. 

Une droite topologique (du plan) est une application F continue, injective, pro- 
pre^, de M dans M^. Une droite topologique orientee est une classe d'equivalence 
de droites topologiques modulo reparametrage croissant. 

Un disque topologique ferme est une partie du plan homeomorphe au disque 
unite ferme du plan. 

Nous utiliserons souvent difFerentes variantes du theoreme de Schoenflies (cf 
[£]); celles-ci affirment en particulier qu'un arc, une droite topologique ou un 
disque topologique ferme sont, a homeomorphisme du plan pres, respectivement 
un segment euclidien, une droite euclidienne et un disque euclidien. Ainsi, une 
droite topologique orientee F separe le plan en deux ouverts, I'un situe a gauche 
de F et I'autre a sa droite. 

. . . et dynamique 

Soit h un homeomorphisme d'un espace topologique X . Un point fixe de h est 
un point x tel que h{x) = x. L^orbite de x est la suite (/i"(x))„gz, son orbite 
positive est (/i"'(x))„>o . Une partie E de X est invariante si h{E) = E. 

Un homeomorphisme du plan preserve V orientation s'il envoie I'ouvert a gauche 
d'une droite topologique orientee F sur I'ouvert a gauche de la droite topolog- 
ique orientee hoT . Dans ce cas, on pent montrer que cette propriete est vraie 
pour toute droite topologique orientee. 

2.2 Rappels sur les homeomorphismes de Brouwer 

Dans tout le texte, sauf mention contraire, h designe un homeomorphisme 
de Brouwer, ie un homeomorphisme du plan M^, sans point fixe, preservant 

^La proprete revient a dire que F se prolongc continiinicnt aux compactifies 
d'AlexandrofF en envoyant I'infini sur I'infini, ie en un plongemcnt du ccrclc M U {00} 
dans la sphere U {00}. 
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Porientation. On rappelle ici quelques resultats sur le comportement dynamique 
d'un homeomorphisme de Brouwer. Dans la section suivante, nous traduirons 
ces resultats en associant a h une distance sur le plan. Les references pour cette 
partie (et notamment pour les demonstrations) sont |^ El IHl El HB] • 

Domaines de translation 

Definition 2.2 Un domaine de translation est une partie O du plan, ouverte, 
connexe et simplement connexe, invariante par h, sur laquelle la restriction de 
h est conjuguee a la translation du plan r : {x,y) \—> {x + l,y) (c'est-a-dire qu'il 
existe un homeomorphisme $ de O sur M? verifiant $/i<I>~^ = t)- 

Le resultat suivant est un morceau du celebre "theoreme des translations pl- 
anes" de Brouwer; c'est un resultat fondamental concernant la structure des 
homeomorphismes de Brouwer. 

Theoreme (Brouwer) Tout point du plan est dans un domaine de transla- 
tion. 

Definition 2.3 Un sous-ensemble E du plan est libre si h{E) (1 E = ^. II est 

essentiellement libre si il existe un entier n tel que h^{E) E = ^. 

Remarquons que tout point du plan appartient a un disque libre (il suffit de 
prendre un disque assez petit). Les preuves du theoreme des translations planes 
montrent en realite que tout compact connexe libre est inclus dans un domaine 
de translation. On pent encore generaliser ce resultat: 

Lemme 2.4 fj23j compacts connexes libresl On considere une partie K com- 
pacte et connexe du plan. Alors K est incluse dans un domaine de translation 
si et seulement si elle est essentiellement libre. 

Le lemme de Franks 

L'absence de recurrence est resumee par le "lemme de Franks", qui joue un 
role central dans ce texte. La plupart du temps, nous nous contenterons de la 
version a deux disques: 

Etant donnes Di et D2 deux disques topologiques fermes, d'interieurs disjoints, 
d'interieurs libres, on ne peut pas avoir simultanement, pour deux entiers posi- 
tifs ui et 712, 

/i"i(Int(Z)i)) nInt(D2) / et Int(Di) n /i"2(Int(D2)) / 0- 
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Ce premier enonce admet une reformulation immediate. 

Lemme 2.5 j23j Soit D et V deux disques topologiques fermes d'interieurs 
libres. Alors Vensemble des entiers n tels que h'^{lnt{D)) rencontre lnt{V) est 
un intervalle de Z. 

Nous appliquerons une seule fois^ une version plus generale, qui utilise la notion 
suivante. 

Definition 2.6 Une chaine de disques periodique est une suite (-Di)i=i..fc , {k > 
2), de disques topologiques fermes tels que: 

(1) les disques ouverts Int(L'j) sont disjoints deux a deux; 

(2) chaque disque ouvert Int(Di) est libre; 

(3) il existe des entiers strictement positifs ni, . . . ,nk tels que 

/i"i(Int(Di)) n Int(£)2)/0 

/i"*-nint(Z?fc-i)) n Int(Z)fc)/0 
/i"'=(Int(L»fc)) n Int(L>i)y^0. 

Lemme 2.7 (Franks [S]) II n'existe pas de chaine de disques periodique. 

Ce lemme a deja de nombreuses applications (voir [HI El 1^ EEl ) • Precisons 
que I'enonce que nous utilisons ici est contenu dans I'enonce d'origine de |H]; en 
particulier, nous n'avons pas besoin des sophistications du lemme 3.18 de (26] , 

En appliquant le lemme precedent a la suite (Int(L'), Int(/i(L'))) oii D est un 
disque topologique ferme libre, on obtient le corollaire suivant. 

Corollaire 2.8 Un disque topologique ferme libre D est disjoint de Finterieur 
de tous ses iteres h^{D) pour n ^ 0. 

A I'aide du theoreme de Schoenflies, on pent voir que tout arc libre est inclus 
dans I'interieur d'un disque libre: par consequent, le Corollaire 12 . 81 entraine que 
tout arc libre est disjoint de tous ses iteres. Une autre consequence est: 

Corollaire 2.9 Tout point x du plan erre sous Faction de h, et Forhite positive 
de X tend vers FinRni; autrement dit 

^cf preuve du Lemme 19.21 
Geometry & Topology, Volume 9 (2005) 



1702 



Frederic he Roux 



• il existe un voisinage V de x tel que pour tout n / 0, h^{V) H y = 0; 

• pour toute partie compacte K du plan, il existe un entier uq tel que pour 
tout n> no, h^{x) K . 

Rappelons qu'en general, contrairement a I'intuition, les iteres du voisinage 
V , eux, ne sortent pas du compact K . Autrement dit: la suite des iteres de 
h converge simplement vers I'infini mais non uniformement. Cette remarque 
conduit a la notion classique de point singulier, que nous rappellerons a la 
Section Le comportement de la suite des itrs d'un disque libre sera tudi la 



Section [S] (et est reprsent sur la Figure 12 ) 



3 Distance de translation, fleches horizontales 

Les proprietes des homeomorphismes de Brouwer, rappelees dans la partie 
precedente, vont nous permettre d'associer a rtiomeomorphisme de Brouwer 
h une distance dh sur M^; cette distance pent se comprendre en termes de 
domaines de translation ou bien en termes d'arcs libres (Section 13. If) . A I'aide 
de cette distance, nous construisons ensuite un invariant de conjugaison associe 
a la donnee d'un couple de points (Section ESI Theoreme IB]) . 



3.1 Distance de translation de h 
Domaines de translation et distance 

Definition 3.1 On appelle h -distance ou distance de translation de h, et on 
note dfi, la distance definie sur le plan de la maniere suivante. Si x et y sont 
deux points distincts du plan, dh{x,y) est le plus petit entier k tel qu'il existe 
des domaines de translation Oi, . . .O^ dont I'union est connexe et contient x 
et y. 

Remarquons que I'existence de I'entier k est immediate: d'apres le theoreme 
des translations planes de Brouwer, on pent recouvrir le segment euclidien [xy] 
par un nombre fini de domaines de translation. Le fait que I'application dh soit 
une distance decoule facilement de la definition. 

Definition 3.2 Une suite geodesique (joignant xq k x^) est une suite de points 
{xq, . . . , Xd) du plan telle que dh{xo,Xd) = d et dh{xi,Xi+i) = 1 pour tout 
i = 0, 
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II est clair que pour tous points x,y, il existe une suite geodesique joignant x 
a y. D'autre part, I'inegalite triangulaire entraine que si (xq, • • • ,2;^) est une 
suite geodesique, on a dh{xi, xj) = j — i pour tous < i < j < d. 



Distance et arcs libres 



( Figure 5 1 Soit 7 un arc du plan. Une decomposition de 7 



Definition 3.3 

est une ecriture 

oil les sous- arcs 

extremites XQ,...Xk des arcs 7^, comme sur la |Figure~5l L'entier k est ap' 



7i 



7 = 71 * ■ • • * 7fc 
sont libres. Les sommets de la decomposition sont les 



pele longueur de la decomposition. La h-longueur de 7 est le plus petit entier 
k tel qu'il existe une decomposition de 7 de longueur k. Une decomposition 
realisant ce minimum est appelee decomposition minimale de 7.^ 



71 72 ■ ■ ■ 7fc 

I \ \ \ 1 

Xq X-l X2 ■ ■■ Xk^i Xk 

Figure 5: Decomposition d'un arc 7 

L'affirmation suivante, dont la preuve est donnee plus bas, fait le lien entre 
arcs libres et domaines de translation. En corollaire, elle permet de donner une 
definition de la distance dh en termes d'arcs. 

Affirmation 3.4 (Domaines de translation et arcs libres) Tout arc libre est 
inclus dans un domaine de translation. Reciproquement, si deux points x et y 
appartiennent a un meme domaine de translation O, alors ou bien x et y sont 
dans la meme orbite de h, ou bien il existe un arc libre joignant x a y et inclus 
dans O. 



Corollaire 3.5 Soient x et y deux points du plan qui ne sont pas dans la 
meme orbite. Alors le nombre dh{x, y) est le plus petit entier k tel qu'il existe 
un arc d'extremites x et y et de h-longueur k. 

Remarquons que deux points distincts dans la meme orbite sont clairement a 
/i-distance 1. 

*0n obtient une definition alternative en remplagant "libre" par "essentiellement 
libre" dans cette definition. Ceci conduirait a la meme theorie. 
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Definition 3.6 Un arc realisant le minimum du Corollaire 13.51 est appele arc 
geodesique. 



En particulier, la suite des sommets d'une decomposition minimale d'un arc 
geodesique est une suite geodesique (au sens de la Definition I3.2() . Dans la 
suite du texte, toutes les decompositions considerees seront des decompositions 
minimales d'arcs geodesiques. Un exemple d'arc geodesique de longueur 3 est 
visible dans I'introduction (Figure 3). 



Preuve de 1' Affirmation 13.41 La premiere partie est une consequence imm- 
ediate du Lemme 12.41 sur les ensembles compacts connexes libres (et meme de 
sa version simple, cf les commentaires le precedant). 

Solent X et y deux points quelconques du plan. Si x et y ne sont pas dans la 
meme orbite de la translation horizontale r: (x,y) {x + l,y), alors il existe 
un arc joignant x k y et libre pour r: en effet, tout segment euclidien non 
horizontal est libre pour r, et on pent traiter le cas ou a; et y sont sur la meme 
horizontale en raisonnant dans I'anneau quotient M?/t (ou bien en conjuguant 
pour eviter cette situation). Par conjugaison, on en deduit la deuxieme partie 
de 1' affirmation. □ 



Preuve du Corollaire 13.51 Solent x et y deux points du plan qui ne sont 
pas dans la meme orbite, et p = dh{x,y). Nous allons construire un arc reliant 
x a y et de /i -longueur inferieure ou egale a p. Solent Oi, . . . ,Op des domaines 
de translation dont I'union est connexe et contient x et y. Quitte a reindexer 
les ouverts Oi , on pent supposer que Oi contient x , que Op contient y , et que 
Oi rencontre Oj+i (i = 1, . . . ,p — 1). Posons xq = x , Xp = y , et choisissons 
pour chaque i un point Xi dans Oi fl Oj+i . Quitte a bouger un peu les points 
xi, . . . ,Xp-i on pent supposer de plus que les orbites des points xo,...,Xp 
sont deux a deux distinctes (on utilise ici que x et y ne sont pas dans la 
meme orbite). On applique alors la deuxieme partie de I'Affirmation 13.41 pour 
chaque i = 1 . . .p, il existe un arc libre ji reliant Xi — ]^ Si Xi et inclus dans O,- . 
Remarquons que si |i — i| > 2, alors les ouverts Oi et Oj sont disjoints: ceci 
est du a la definition de p = dh{x,y). Par consequent, les arcs 7^ et 7^ sont 
egalement disjoints. Soit 7 = 71 * • • • * 7p. Si 7 est un arc, on a trouve un arc 
de /i -longueur inferieure ou egale a p reliant x et y . Dans le cas contraire, on 
remplace 7 par un arc 7' en suivant la procedure suggeree par la Figure 6 on 



parcourt 71 en partant de xq jusqu'au premier point de 72 qu'on appelle x[ , 
et on remplace Tare 71 par le sous-arc 7^ = [xqx'^J-^j ; puis on parcourt 72 en 
partant de x[ jusqu'au premier point de 73 qu'on appelle x'2, et on remplace 
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Pare 72 par le sous-arc 72 = [2;'iX2]^2 ; etc.. On verifie enfin que 7' = 7i * • • • *7p 
est un arc. Sa /i -longueur est clairement inferieure ou egale k p = dfi{x,y). 



Xq = Xo 

I 




X = Xo Xl X2 

Figure 6: Construction d'un arc geodesique 



X3 



X3=y 



Reciproquement, soit 7 un arc de /i -longueur k reliant deux points x et y. 
D'apres la premiere partie de I'Affirmation ITU chaque sous-arc libre de 7 est 
inclus dans un domaine de translation; on en deduit que dfi{x,y) < k, ce qui 
termine la preuve. □ 

3.2 Quelques proprietes 

Rappelons qu'un homeomorphisme de Brouwer n'a pas de point periodique 
(Corollaire 12. 9|) . Par suite, /i" est encore un homeomorphisme de Brouwer 
(pour tout entier n non nul), et on pent considerer la distance d^n . 

Lemme 3.7 (Distance de translation pour /i") 

• Pour tous x,y qui ne sont pas dans la meme orbite de h, et tout entier 

n, dh{x,hl^{y)) = dh{x,y); 

• pour tout entier n non nul, les distances d^n et d^ sont egales; 

• tout arc 7 qui est geodesique pour h est encore geodesique pour h"" , et 
toute decomposition minimale de 7 pour h est encore une decomposition 
minimale de 7 pour h"" . 

Preuve La premiere propriete vient simplement de la definition de la distance 
de translation, puisque les domaines de translation sont invariants par h. 

Pour la deuxieme, il est clair que tout domaine de translation pour h est encore 
un domaine de translation pour /i" (car r" est conjuguee a r). Ceci prouve 
que dh^i < dh. D'autre part, si dhn{x,y) = 1, alors ou bien x et y sont dans la 
meme orbite de /i" (et done aussi dans la meme orbite de h), ou bien il existe 
un arc libre pour /i" joignant x et y, et cet arc est inclus dans un domaine de 
translation de h d'apres le Lemme ITU dans les deux cas, on a dh{x,y) = 1. 
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On en deduit facilement que < d^n (en utilisant par exemple une suite 
geodesique pour /i"). 

Passons a la troisieme propriete. Soit 7 = 71 * • • • * 7(i une decomposition 
minimale d'un arc geodesique pour h. Un arc libre pour h est encore libre 
pour /i" fCorollaire l2.8|) . done chaque sous-arc 7^ est aussi libre pour /i": pour 
/i"-, 71 * • ■ ■ * 7d est encore une decomposition de 7. D'autre part, on vient de 
montrer que dh" = dh, done la /i" -distance entre les deux extremites de 7 vaut 
encore d, et la /i" -longueur de 7 ne peut pas etre strictement plus petite que 
d (Corollaire I3.5j) . Ceci prouve que, pour /i", la decomposition est minimale, 
et que 7 est un arc geodesique. □ 

Lemme 3.8 On se donne une decomposition minimale 7 = 71 * • • • * 7fc d'un 
arc geodesique (k > 2). 

• Pour tous i,j entre 1 et k, pour tout entier n, si \i — j\ > 1, alors 

/i"(7*)n7j = 0; 

• pour tout i entre 1 et k—1, pour tout entier n, I'arc 7^ * 7^+1 rencontre 
son image par /i" . 

Preuve Prouvons le premier point. On note (xq, • • • ,Xk) les sommets de la 
decomposition. On peut supposer que i < j. Supposons que h'^i'ji) rencontre 
7j , et soit z un point de I'intersection; on a alors 

dhixi-i,Xj) = 

< dh{h'''{xi-i),z) + dh{z,Xj) 

< 1 + 1 = 2. 

Comme 7 est un arc geodesique, ceci n'est possible que si |z — j| < 1. Le 
premier point est done prouve. 

Montrons le second point. Si I'arc 7^ * 7^+1 est libre pour /i", alors d'apres le 
Lemme|H!3 dh{xi-i, Xi+i) = d/in(xi_i, Xj+i) = 1, ce qui contredit le fait que 7 
est un arc geodesique. □ 

Les boules 

Definition 3.9 Pour tout point x du plan et tout entier strictement positif 
r, on notera Br{x) la boule de centre x et de rayon r pour la distance dh'- 

Br{x) = {y ■■ dh{x,y) < r} 

On dira que Br{x) est la h -boule de centre x et de rayon r. 
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Get ensemble est un ouvert connexe du plan (pour la topologie usuelle), et est 
invariant par h: en effet, d'apres la definition de dh, Bi{x) est I'union des 
domaines de translation contenant x, et Br{x) est I'union des domaines de 
translation rencontrant Br-i{x). 



3.3 Fleches horizontales 

Dans ce paragraphe, nous utilisons le lemme de Franks pour definir les fleches 
horizontales. 



Definition 



On se donne une decomposition minimale 7 = 71 * • ■ • * 7d d'un arc geodesique 
{d>l). 

Affirmation 3.10 Soit i un entier entre 1 et d—1. Une et une seule des deux 
possibilites suivantes est veriEee: 

(1) /i(7i)n7m/0, 

(2) 7,n/i(7i+i) /0. 

Preuve de I'Affirmation 13.101 Puisque la decomposition est minimale, Pare 
7i*7i+i ne pent pas etre libre. Puisque, par contre, 7^ et 'ji+i sont libres, I'une 
des deux possibilites de la remarque doit etre verifiee. 

Montrons que les deux possibilites ne peuvent pas etre verifiees simultanement. 
On note Xi le sommet commun aux deux arcs. En utilisant le theoreme de 
Schoenflies, on pent supposer que 7 est un segment euclidien (cf |Figure~7 ). On 



pent alors epaissir les deux arcs pour trouver deux disques topologiques fermes 
Di , D2 tels que 

• 7A {xi} C Int(Z)i) et 7i+i \ {x^} C Int(D2) ; 

• les interieurs de Di et D2 sont disjoints; 

• Di et D2 sont libres. 

Supposons maintenant que la premiere possibilite de I'affirmation est verifiee, 
c'est-a-dire qu'il existe un point x de 7i dont I'image h{x) est dans 7^+1 . Alors 
X ^ Xi car 7j+i est libre, et h{x) 7^ xi car 7^ est libre. Par consequent x 
et h{x) appartiennent respectivement aux interieurs de Di et D2, autrement 
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dit /i(Int(L'i)) rencontre Int(L'2)- De meme, si la seconde possibilite de I'aff- 
irmation est verifiee, alors h{lnt(D2)) rencontre Int(L'i). Si ces deux rencon- 
tres avaient lieu simultanement, la suite {Di,D2) serait une chaine de disques 
periodique, ce qu'interdit le lemme de Franks 0771 □ 







1 




1 ^ 


1 • -Tzzz: 

It 







Xi 



Figure 7: Definition d'une fleche, via le lemme de Franks 

Rappelons qu'un mot d p lettres dans V alphabet A est une suite de p elements 
de A, autrement dit une application de I'ensemble dans A. On 

notera toujours Mj la ieme lettre du mot M . 

Definition 3.11 On appelle mot horizontal c/e 71 * • • • * 7^^, et on note 

Mi(7i * ... *7rf), 

le mot de d — 1 lettres dans I'alphabet {<— ,^}, dont la zeme lettre est: 

(1) M^(7i * ... * 7rf)j si c'est la premiere possibilite qui est satisfaite 
dans r Affirmation 13.1111 ci-dessus: 

(2) M^(7i * ... * 7^)j si c'est la deuxieme. 

S'il n'y a pas d'ambiguite sur I'liomeomorphisme, on ecrira simplement 

M^(7i * ... * 7rf). 

3.4 Enonce precis du Theoreme iBl 

A priori, le mot horizontal depend de Tare geodesique 7, et meme du choix 
d'une decomposition de 7. Le Theoreme IbI dit qu'en realite, il ne depend que 
des extremites de 7. 

Theoreme B-bis Soient x et y deux points du plan, et j = * ■ ■ ■ * 6t 
7' = 7i * ■ ■ ■ * 7d deux decompositions minimales d'arcs geodesiques joignant x 
et y . Alors (-y^^ * ... * 7^) = (7^^ * ... * 7^) . 

La preuve du theoreme occupera les Sections ^ El et El En admettant provi- 
soirement le theoreme, on pent donner la definition suivante. 
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Definition 3.12 Solent x et y deux points distincts du plan. On appellera mot 
horizontal du couple {x, y) , et on notera M^(x, y) , le mot M^(7i * • • • *^d) i oh 
-fi* ■ ■ ■ est n'importe quelle decomposition minimale de n'importe quel arc 
geodesique joignant x a y. S'il n'y a pas d'ambiguite sur I'homeomorphisme, 
on ecrira simplement M^(x,y). 

Remarquons que le mot horizontal entre deux points a /i-distance 1 est vide. 

3.5 Quelques proprietes elementaires du mot horizontal 

Sur I'alphabet {<— ,^}, on definit I'operation "opposee", notee — , par 

Ceci induit naturellement une operation sur les mots sur cet alphabet, encore 
notee — , qui consiste a changer chaque lettre du mot en son opposee. Le mot 
—M est appele oppose du mot M. Si M est un mot de longueur I sur cet 
alphabet, le palindrome de M est le mot Palin(M) defini par Palin(M)j = 
M/_|_i_j. Enfin, pour tout arc 7, on note —7 Tare ayant I'orientation opposee 
a celle de 7: en termes de parametrage, on a (— 7)(t) = 7(1 — t). 

On se donne une decomposition minimale 71 * • • • * 7d d'un arc geodesique 7 
pour h. Par abus, on notera parfois 7 la decomposition elle-meme (et —7 la 
decomposition induite de maniere evidente sur Tare —7). 

Lemme 3.13 

(1) Mi" (7) = Mth) = -Mi!;" (7) (pour tout n>l); 

(2) M„(-7) = -Palin(M^(7)). 

Freuve Tout d'abord, les liens entre Mt{-f), (7) et M^i-^) suivent 

immediatement de la definition du mot horizontal. II reste done uniquement a 
etablir le lien entre M^!^ et Mi\(7) pour n > 1. 

Soit i un entier entre 1 et d — 1. D'apres le Lemme l3.7| pour /i". Tare 7 est 
encore un arc geodesique dont 71 * • • • * 7^ est une decomposition minimale; 
notamment, le mot {'^) est bien defini. Montrons que les mots horizontaux 
associes a 7 pour h et coincident; pour cela, on s'interesse a la zeme lettre 
de ces deux mots. Pour fixer les idees, supposons que M^{'j)i =<— , c'est-a-dire 
que /i(7j) n 7i+i =0. A I'aide du theoreme de Schoenflies, on trouve deux 
disques topologiques fermes fibres Di et -Dj+i , contenant respectivement les 
arcs 7j et 7^+1 dans leurs interieurs, et tels que h{Di)r\Di^i = (cf [Figured ) . 
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D'apres le lemme de Pranks fLemme 12. 5|) . I'ensemble des entiers n tels que 
/i"'(Int(I?j)) rencontre Int(L'j_|_i) est un intervalle de Z. Comme Int(Z)j+i) 
rencontre Int(Dj) mais pas h{lnt{Di)) , on en deduit que pour tout entier n > 1 , 
h"'{lnt{Di)) n Int(Z)j+i) = 0, done aussi que h"'{ji) n 7j+i = 0. Puisque la 
decomposition est minimale pour /i", on doit alors avoir ji fi /i" (7^4-1) 7^ 
(par Affirmation I.S.IO]) : autrement dit, M^{'y)i =<— = M^{j)i, ce que I'on 
voulait. □ 



4 Composantes de Reeb 

Dans cette partie, nous generalisons le concept de composantes de Reeb des 
feuilletages du plan (voir I'introduction), nous enongons un theoreme d'exist- 
ence et d'unicite, et nous en deduisons le Theoreme El (le mot horizontal d'un 
arc geodesique ne depend que de ses extremites). Le choix de la definition des 
composantes de Reeb est assez naturel, il utilise le concept classique ensemble 
singulier (du a Kerekjarto). Un des points importants est qu'il faut main- 
tenant definir une composante de Reeb comme etant associee a un couple de 
points {x, y) . Le Theoreme lA-bisI affirme alors I'existence d'exactement d — 1 
composantes de Reeb minimales associees a (x, y), oil d est la distance de trans- 
lation entre x et y , et ces composantes sont donnees par une "formule" topolog- 
ique explicite. Notons que la minimalite est essentielle pour obtenir un nombre 
fini de composantes associees a (x, y) (voir les exemples de I'AppendiceEl)- Elle 
jouera egalement un role central dans la definition des fleches verticales (Sec- 
tion [3 IH1 et IHl) ■ Par contre, elle n'intervient pas dans la preuve du Theoreme IbI 



4.1 Ensemble singulier 

Definition 4.1 Soient x et y deux points du plan. On dira que le couple 
{x,y) est singulier si x et y n'appartiennent pas a la meme orbite de h, et 
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si pour tous voisinages Vx et Vy de x et y respectivement, il existe un entier 
positif n tel que n 7^ 0. On notera Sing(/i) , et on appellera ensemble 

singulier de h, I'ensemble des couples singuliers de h. 



Voici quelques exemples. La translation r: 1-^ (x + l,y) n'admet aucun 

couple de points singuliers. Pour rhomeomorphisme de Reeb (represente sur 



la Figure 1 ), I'ensemble singulier est I'ensemble des couples {x,y) ou x et y 
appartiennent respectivement aux bords superieur et inferieur de la bande B. 
En fait, on pent voir que si h est le temps 1 d'un Hot, alors I'ensemble singulier 
est la reunion des produits Aq x Ai des bords de composantes de Reeb (Aq, Ai) 
(au sens de la definition donnee en introduction de ce texte). 

II suit de la definition qu'un couple {x, y) est singulier pour si et seulement 
si le couple est singulier pour h. Nous verrons plus loin que a le 

meme ensemble singulier que /i si n > 1 (voir les commentaires qui suivent le 
Lemme 15. 6|) . 

Rappelons que Bi{x) designe la boule de rayon 1 et de centre x pour la dis- 
tance de translation de h, c'est-a-dire la reunion des domaines de translation 
contenant x . Le lemme suivant etablit un premier lien entre I'ensemble singulier 
et la distance dh ■ 



Lemme 4.2 (Couples singuliers et /i-distance) Soit {x, y) un couple singulier 
de h. Alors dh{x,y) = 2, et y G dBi{x). 



Preuve Une translation n'admet pas de couple singulier, par suite il ne pent 
pas exister de domaine de translation de h contenant simultanement x et y. 
Ceci prouve que dh{x,y) > 1. 

Soit O un domaine de translation contenant x: c'est un voisinage de x, et 
il est invariant par h. La definition des couples singuliers entraine que tout 
voisinage de y rencontre O. Autrement dit y est dans I'adherence de O, mais 
O est inclus dans Bi{x), done y G Adh(Bi{x)) . Comme Bi{x) ne contient pas 
y, c'est que y € dBi{x). On en deduit que tout domaine de translation qui 
contient y rencontre Bi{x), et done que dh{x,y) = 2. □ 



4.2 Definition generale des composantes de Reeb 



Definition 4.3 ( Figure 9 ) Soient x et y deux points, et -F et G deux sous- 
ensembles fermes connexes du plan. On dit que {F, G) est une composante de 
Reeb pour (x, y) si 
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(1) FxGc Sing(/i) ou G X F C Smg(/i) ; 

(2) F contient x, ou bien F separe x et G U {y}; 

(3) G contient y, ou bien G separe y et F L) {x}. 

Les ensembles F et G sont appeles bords de la composante: si F x G C Sing(/i) , 
F en est le bord negatif, G le bord positif; si G x F C Sing(/i) , c'est le contraire. 

II suit immediatement de la definition que les ensembles F et G sont disjoints, 
puisqu'un couple (x, x) n'est jamais singulier. 



Definition 4.4 La composante de Reeb est dite minimale si, de plus, 

• F = {x}, ou bien F est minimal pour I'inclusion parmi les ensembles 
fermes connexes qui separent x et G U {y} ; 

• G = {y}, ou bien G est minimal pour I'inclusion parmi les ensembles 
fermes connexes qui separent y et F U {x}. 

Autrement dit, (F, G) est minimale si pour toute composante de Reeb (F', G') 
pour (x, y) , si F' C F et G' C G, alors F' = F et G' = G. 

Definition 4.5 La composante (F, G) est dite degeneree si F contient x ou 
G contient y. 

Voici I'exemple le plus simple de composante de Reeb: si (x,y) € Sing(/i), 
alors ({x}, {y}) est une composante de Reeb degeneree et minimale pour (x, y) . 
L'Appendice El contient des exemples plus substantiels (on y montre en parti- 
culier qu'un couple (F, G) pent etre une composante de Reeb minimale pour 
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{x,y), et etre une composante de Reeb non minimale pour un autre couple 
{x',y'), meme dans le cas non degenere). 

Remarquons que toute composante de Reeb pour (x, y) "contient" une com- 
posante de Reeb minimale pour (x, y) . En effet, le lemme de Zorn entraine que 
tout ferme separant x et y contient un ferme separant x et y et minimal pour 
I'inclusion parmi les ensembles de ce type. En realite, nous n'utiliserons pas 
cette remarque, puisque nous allons obtenir les composantes de Reeb minimales 
de maniere constructive. 

4.3 Construction des composantes de Reeb minimales 

Solent X et y deux points du plan, tels que d = dh{x,y) > 2. On a 

Adh(Si(x)) C B2{x) C Adh(52(x)) C Bsix) C • • • C Bd^i{x). 

Le point y n'est dans aucun de ces ensembles. Par suite, pour i = 1, . . . ,d — 2, 
on pent considerer I'ensemble Oy{Adh{Bi{x))) , defini comme la composante 
connexe de I'ensemble M? \ Adh{Bi{x)) qui contient y. On pose alors 

Fi{x,y) = dOy{Adh{B,{x))),...,Fa-2{x,y)=dOy{Adli{Ba.2{x))). 

Dans le cas oii I'ensemble dBfi-i{x) ne contient pas non plus le point y, on 
pent definir de la meme maniere Oy{Adh{B(i-i{x))) et Fd-i{x,y). Dans le 
cas contraire, on pose Fd-i{x,y) = {y}. Enfin, on definit symetriquement 
les ensembles Ox{Adh.{Bi{y))) et Fi{y,x) pour i = 1, . . . , d — 1. Decrivons 
immediatement quelques proprietes elementaires, concernant la topologie, puis 
la dynamique de ces ensembles. 

Lemme 4.6 (Topologie des ensembles Fi{x,y)) Pour tous x,y et pour tout 
i entre 1 et d—l, Vensemble Fi{x,y) est connexe et contenu dans dBi{x). Si 
de plus Fi{x, y) ^ {y} , alors cet ensemble separe x et y , et possede la propriete 
de minimalite suivante: tout ensemble F , contenu dans dBi[x) et separant x 
et y, contient Fi(x,y). 

Preuve du Lemme 14.61 On se place dans le cas non trivial {Fi{x,y) ^ {y})- 
La connexite de Fi{x,y) resulte des proprietes de la topologie plane (appliquer 
le Theoreme I A. 41 de I'appendice a I'ouvert connexe Bi{x)). On a les inclusions 

Fi{x,y) = dOy{Adh{B,{x))) C d AdhiBi{x)) C dBi{x), 

I'egalite a lieu par definition, la premiere inclusion suit de la Proposition lA.ll 
de I'appendice, la derniere est une propriete de topologie generale. L'ensemble 
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Fi{x, y) separe x et y puisqu'il est la frontiere d'un ensemble qui contient y mais 
pas X. II reste a montrer la propriete de minimalite. Soit z un point quelconque 
de Fi{x,y). On voit facilement que I'ensemble Bi{x) U {z} U Oy{Adh{Bi{x))) 
est connexe. Un ensemble F inclus dans dBi{x) est disjoint de Bi{x) et de 
C>y(Adli(Sj(x))) ; par consequent, si F separe x et y,\\ doit contenir le point 
z. On en deduit que tout ensemble F inclus dans dBi{x) et separant x ei y 
doit contenir Fi{x,y), ce que Ton voulait. □ 



II n'est pas encore clair que les ensembles Fi{x,y) et Fd-i{y,x) soient dis- 
joints (comme suggere par la [Figure 10 ci-dessous). Cependant, ceci sera une 
consequence du Theoreme lA-bisI 



Lemme 4.7 Les ensembles Fi{x, y), . . . , Fd-2ix, y) sont invariants par h. 



Preuve du Lemme 14.71 Tout d'abord, les ensembles Adli{Bi{x)) sont invari- 
ants, done les ensembles Oy{Adh.{Bi{x))) sont libres ou invariants (comme com- 
posantes connexes d'ensembles invariants). Sil<i<(i — 2, la /i-boule 
Bi{y) est disjointe de Bi{x) (inegalite triangulaire) , elle est done incluse dans 
I'ensemble Oy{Adh{Bi{x))) : celui-ci ne pent pas etre libre, puisqu'il contient 
I'ensemble invariant Bi{y). II est done invariant. L'ensemble Fi{x,y) est aussi 
invariant comme frontiere d'un ensemble invariant.^ □ 



4.4 Enonce precis du Theoreme [X] 

Theoreme A-bis Soient x et y deux points du plan, et d = dh{x,y). Alors 
il existe exactement d — 1 composantes de Reeh minimales pour {x,y); ces 
composantes sont les couples {F(i-i{y,x), Fi{x,y)) pour i variant entre 1 et 
d-1. 



Le theoreme est illustre symboliquement par la Figure W\ et plus concretement 



par les exemples de I'Appendice ^ La preuve du theoreme occupera la Sec- 
tional Remarquons que parmi les d—1 composantes minimales, seules les deux 
composantes "extremes" 

{Fd-i{y,x),Fi{x,y)) et {Fi{y,x), Fd-i{x,y)) 



''Dans une premiere version de ce texte, on afSrmait que rensemblc Fd-i{x,y) est 
invariant ou librc sous h. Suite a une question du referee, I'auteur s'est apergu de son 
erreur: on pent construire des exemples ou cet ensemble n'est ni libre ni invariant. 
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Fi(x,y) 



P2(x,y) 



X 




y 



F2(y,x) 



Fi(y,x) 



Figure 10: Illustration du TheoremcfXl 



sont susceptibles d'etre degenerees. Ceci suit immediatement de la definition 
des ensembles Fi{x,y). Notons au passage que les composantes degenerees 
sont "rares": en effet, H. Nakayama a montre que I'ensemble des points faisant 
partie d'un couple de points singuliers est topologiquement maigre ([21]); gene- 
riquement, les points x et y sont non singuliers, et aucune des composantes de 
Reeb associees a {x, y) n'est degeneree. De meme, seuls les bords "extremes" 
Fci-i{y, x) et Fci-i{x, y) peuvent ne pas etre invariants: ceci suit du Lemme ETTl 

4.5 Preuve du Theoreme IB-bisl invariance des fieches horizon- 



Dans cette section, nous admettons provisoirement le Theoreme lA-bisl et nous en 
deduisons le Theoreme IB-bisl Commenons par donner I'idee de la preuve. Pour 
simplifier, considerons d'abord le cas oii h est un homeomorphisme de Brouwer 
qui preserve chaque feuille d'un feuilletage (par exemple, h pent etre obtenu 
en integrant un champ de vecteurs qui ne s'annule pas, cf I'introduction). On 
voit facilement que la /i-distance entre les deux bords d'une composante de 
Reeb du feuilletage est egale a 2, et que le mot horizontal d'un arc geodesique 
joignant le bord negatif de la composante a son bord positif vaut (— . Con- 
siderons alors un arc geodesique 7, d'extremites x et y, de longueur d >2, muni 
d'une decomposition minimale de sommets = x, . . . , = y (cf [Figure 3 
de I'introduction). Get arc franchit successivement les d — 1 composantes de 
Reeb associees au couple (x,y), dont I'existence est assuree par le Theoreme El 
Puisque les deux bords d'une composante de Reeb sont a /i -distance 2 , le som- 
met Xi est situe entre les deux bord de la i-eme composante rencontree. Si 



tales 
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7 rencontre le bord negatif de cette composante avant le bord positif, alors la 
z-eme fleche du mot M^_,('y) sera — >; elle sera <— si 7 rencontre en premier lieu 
le bord positif. II est maintenant clair que tout autre arc geodesique ayant les 
memes extremites que 7 donnera la meme suite de Heches. 

La preuve dans le cas general s'inspire fortement du cas des feuilletages. On 
montre d'abord qu'un arc geodesique joignant x k y doit franchir successive- 
ment les d — 1 composantes de Reeb minimales dans I'ordre attendu (voir 
Lemme 14. 8() . Chaque franchissement d'une composante de Reeb impose la 
presence d'un sommet, et impose aussi la fleche correspondante (Lemme 14. 9|) . 

Lemme 4.8 (Franchissement des composantes de Reeb) Soit 7 = 71 * • • • *7rf 
une decomposition minimale d'un arc geodesique joignant x a y. Alors pour 
tout entier i entre 1 et d—1, I'ensemble Fi{x,y) rencontre 7, et Fi{x,y)n^ C 
7j-i_i . Si de plus i ^ d — \ , alors Fi{x, y) n 7 C Int(7j_|_i) . 

On a bien siir un resultat symetrique en inversant les roles de x et y: notam- 
ment, Fd-iiy, x) n 7 C 7^ . 




Figure 11: Positions relatives d'un arc geodesique et d'une composante de Reeb mini- 
male 



Le second lemme relie la fleche des arcs de longueur 2 a la presence d'un couple 
singulier. 

Lemme 4.9 (Ensemble singulier et fleches horizontales) Soit 7 = 71 * 72 une 
decomposition minimale d'un arc geodesique de longueur 2. Alors 

M^(7i * 72) = (^) ^ 71 X 72 n Sing(/i) / 0, 
M„(7i * 72) = (^) 72 X 71 n Sing(/i) / 0. 
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Preuve du Lemme 14.81 L'ingredient principal de la preuve est I'inegalite tri- 
angulaire. Soit i un entier entre 1 et d — 1. Notons xq = a;, . . . , = y les 
sommets de la decomposition. Puisque I'ensemble Fi{x,y) separe x et y ou 
bien vaut {y} , I'arc 7 doit rencontrer cet ensemble. Montrons que la rencontre 
se fait necessairement entre Xi et Xj+i . En effet: 

• le sous arc [xxj]-^ est dans la /i-boule Bi[x) (car il contient x et est 
reunion de i arcs libres), done dBi{x) ne rencontre pas [xxj]^ (puisque 
les /i-boules sont des ouverts du plan); 

• si i < d — 1, le sous-arc [xj+iy]^ est dans la ft,-boule Bd-i-i{y)- Or 
d'apres I'inegalite triangulaire, on a B(i~i~i{y) (1 Bi{x) = 0, done dBi{x) 
ne rencontre pas [xj+iy]^. 

Puisque Fi{x,y) C dBi{x), on a bien 

Fi(x,y) n7 C = Int(7j+i) et -Fd-i(x, y) n 7 C C 7^ 

si i < d — 1. Ce que Ton voulait. □ 

Preuve du Lemme 14.91 On montre la premiere equivalence, la seconde en 
decoule (en changeant h en h~^). 

Montrons la premiere implication. On suppose que (71*72) = (— >). D'apres 
les Lemmes 13 . 71 et l3 . 1 31 pour /i", 71 *72 est encore une decomposition minimale 
d'un arc geodesique, et le mot horizontal associe est encore {-^) . Autrement 
dit, pour tout entier n > 0, on a /i"(7i) n 72 7^ 0. Par compacite, on en deduit 
facilement que 71 x 72 contient un couple singulier. 

Montrons I'implication reciproque. Ceci revient a montrer que si (71*72) = 
{*—) , alors 7i x 72 ne contient pas de couple singulier. Exactement comme dans 
la preuve du Lemme ri.131 (cf |Figure 8D , I'hypotliese M^(7i ^72) = (^) permet 
de trouver deux disques topologiques fermes Di et D2, dont les interieurs 
contiennent respectivement 71 et 72, et tels que /i"(Int(Di)) soit disjoint de 
Int(D2) pour tout entier n > 0. On en deduit que 71 x 72 ne contient pas de 
couple singulier. □ 

Preuve du Theoreme IB-bisI Solent x et y deux points du plan, et d = 
dh{x,y). On suppose d>2, sans quoi il n'y a rien a montrer. Soit i un entier 
entre 1 et d — 1. Le Theoreme I A-bisI nous dit que {Fii_i{y, x), Fi{x,y)) est une 
composante de Reeb pour (x,y), et en particulier que le produit Fd-i{y,x) x 
Fi{x,y) est singulier pour h ou bien pour . 

Pour fixer les idees, supposons que Fd-ily, x) x -Fj(x, y) C Sing(/i) . On considere 
une decomposition minimale 7 = 71 * • • • * 7d d'un arc geodesique joignant x a 
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y. Le Lemme H^Hl montre que dans ce cas, 7^ x 7j_|_i n Smg(/i) 7^ 0. D'autre part, 
il suit des definitions que M^(7i * • • • * 7^^)^ = M^{^i * 7^+1 ). Le Lemme 
dit alors que M^(7i * • • • * 7^)^ On a montre que la zeme fleche du mot 

ne depend pas de 7, ce qui termine la preuve. □ 

Au passage, on a obtenu I'enonce suivant (qui pent etre vu comme une version 
"technique" du Theoreme El) • 

Theoreme B-ter Pour tout i = 1, . . . ,d — 1, 

M^{-fi * ■ ■ ■ * -fd)i = ^ Fd^i{y,x) X Fi{x,y) cSmg{h-^) 

M^(7i*---*7d)i = ^ Fd-iiy, x) X Fi{x,y) cSmg{h). 



5 Topologie de la suite des iteres d'un disque libre 

Cette partie est independante des Sections\^ et^ Les demonstrations de tous 
les enonces se trouvent en Section [5.51 Nous allons etudier en detail le com- 
portement de la suite des iteres positifs d'un disque libre D. Le premier resultat 
est que cette suite converge (Lemme 15. Bien sur, ceci vaut egalement pour 
la suite des iteres negatifs. Les ensembles-limite positifs et negatifs etant dis- 
joints et disjoints de D, leur reunion decoupe le plan en trois parties, une partie 
"negative", une partie "centrale" (contenant D) et une partie "positive": on 
a ainsi associe a D une partition du plan en cinq morceaux (Lemme 15. 4j) . Un 
resultat technique essentiel complete la description; il affirme qu'on ne pent pas 
aller continument de la partie centrale a I'un des deux ensembles-limite sans ren- 



contrer une infinite d'iteres du disque D f Proposition 15.51 cf Figure 12 ). Enfin, 
en faisant tendre le diametre du disque D vers 0, on localise ces constructions 
en un point z, ce qui permet d'associer au point z une nouvelle partition en 
cinq morceaux f Lemme 15. 8j) . Au passage, le Lemme 15.61 explique le lien avec 
I'ensemble singulier de h: un couple (x,y) est singulier si et seulement si y 
appartient a I'ensemble-limite positif de x. Ainsi, les resultats de cette section 
permettent de construire des "grands" ensembles de couples singuliers, et nous 
les utiliserons dans la Section ^ pour prouver I'existence des composantes de 
Reeb requises par le Theoreme 1X1 

5.1 Ensembles-limite 

On note /C I'espace des compacts de la sphere M^U{oo} , muni de la topologie de 
Hausdorff (voir chap. IV, paragraphes 38 et 42; une definition possible de 
la convergence dans cet espace est donnee dans la preuve du lemme ci-dessous) . 
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Lemme 5.1 Soit D un disque topologique fernie libre; alors la suite des iteres 
{h^{D))n>o converge dans JCJ 

Rappelons que I'espace IC est metrique, compact, et que I'ensemble des elements 
de JC qui sont connexes est encore compact. La limite de cette suite est done 
un compact connexe de la sphere U {00} , qui contient le point 00 puisque les 
orbites des points tendent vers 00 . On note lim^ D I'intersection de la limite 
avec le plan . On definit de meme I'ensemble lim~ D comme la trace dans le 
plan de la limite de la suite (/i"(Z)))„<o . Ces deux ensembles sont des fermes 
du plan, on les appellera ensembles-limite du disque D. 

Affirmation 5.2 Les trois ensembles D , lim"*" D et lim~ D sont deux a deux 
disjoints. 



5.2 Partition du plan 

L 'Affirmation 13?^ permet de definir les ensembles suivants. 

Definition 5.3 (l*'igure 12 ) Soit D un disque topologique ferme libre. 



• U{D) est la composante connexe de \ (lim"*" D U lim D) contenant 

• U~{D) est I'union des composantes connexes de \ Adh([/(D)) dont 
la frontiere rencontre lim~ D ; 

• U^{D) est I'union de celles dont la frontiere rencontre lim"^Z). 

Lemme 5.4 (Partition associee a un disque libre) Soit D un disque topo- 
logique ferme libre. On a une partition du plan 

et chacun des ensembles de cette partition est invariant par h. De plus, 
dU{D) = lim+L>Ulim-L>. 



^Remarquons qu'on peut en deduire que ce resultat est aussi vrai pour un disque 
qui n'est pas libre: en effet, un tel disque est reunion d'un nombrc fini de disques 
fibres. Le resultat n'est pas connu pour un compact connexe quelconquc (voir aussi le 
Lemme 19. 2|) . 
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5.3 Disposition des iteres de D 



Proposition 5.5 (Non-accessibilite) Soit D un disque topologique ferme li- 
bre. Soit a un arc joignant un point de U{D) a un point de lim '*"Z) U lim ~Z). 
Alors il existe un entier n tel que a rencontre I'itere h'^{D). 



Ce resultat peut etre considere comme le lemme "technique" fondamental de 
notre etude. II est deja present chez Homma-Terasaka et Andrea (voir |15j 
lemma 7; 0, proposition 1.7); cependant, le texte ^3 est tres difficile, et le 
texte |2] concerne les ensembles-limite de trajectoires. Nous en donnerons une 
preuve fortement inspiree du texte d'Andrea. Une autre formulation consiste a 
dire que les points de lim"*" D U lim~ D ne sont pas accessibles depuis I'ouvert 
U{D) \ (U„gz^"(-D)) . On peut aussi en deduire un enonce plus fort: sous les 
memes hypotheses, Tare a rencontre en fait une infinite d'iteres de D . En effet, 
dans le cas contraire, a contiendrait un sous- arc a', disjoint de tons les iteres de 
D, et joignant toujours un point de U{D) a un point de lim+Z) Ulim~Z); ceci 



contredirait le lemme. La situation est symbolisee par le dessin de la Figure 12 




Figure 12: Topologie de la suite des iteres de D 



5.4 Partition associee a un point 

Pour tout point z, on pose: 

lim '''2; = l^llim^D : D disque topologique libre tel que z G Int(Z))}, 
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lim z = ||{lim D : D disque topologique libre tel que z G Int(L')}. 
Ces deux ensembles sont appeles ensembles-limite du point z. 

Lemme 5.6 Soit {x, y) un couple de points du plan. Les assertions suivantes 
sont equivalentes. 

(1) Le couple {x,y) est singulier; 

(2) y G lim"^ x; 

(3) X G lim~ y. 

La preuve de ce lemme est immediate. Une remarque en passant: on deduit du 
Lemme [5. II que les ensembles-limite definis pour les homeomorphismes h et /i" 
(n entier non nul) coincident; le Lemme 15.61 montre alors que h et /i" ont les 
memes ensembles singuliers. 

Definition 5.7 Comme dans le cas des disques, on definit les ensembles suiv- 
ants. 

• U{z) est la composante connexe de \ (lim"^ z U lim~ z) contenant z; 

• U~{z) est I'union des composantes connexes de \ Adh(C/(2;)) dont la 
frontiere rencontre lim~ z ; 

• U~^{z) est I'union de celles dont la frontiere rencontre lim"*" z. 

Lemme 5.8 (Partition associee a un point) Soit z un point du plan. On a 
une partition du plan 



= U~{z) Ulim~z U U{z) Ulim+z U f/+(z), 

oil chacun de ces ensembles est invariant par h. De plus, dU{z) = lim~'"z U 
lim.~z, dU~{z) C lim~2;, dU^{z) C lim+z. 

Lemme 5.9 (Liens point/disques) On a 



ou les unions et intersections ont lieu sur tous les disques topologiques fermes 
libres D dont Pinterieur contient z. 
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5.5 Preuves 

Preuve du Lemme 15.11 Soit D un disque topologique ferme libre. Notons 
S et I les limites superieures et inferieures de la suite (/i"(L'))„>o : 

S" = {x e : Vy voisinage de x, Vno > 0, 3n > no tel que /i"(Z)) n F / 0} 
I = {x eR^ -.yV voisinage de x, 3no > 0, Vn > no, h'^iD) n F / 0} 

Prouver la convergence revient a montrer que S = I . Bien sur, I C S; mon- 
trons I'inclusion reciproque. Soit x un point de S", et y un disque ferme libre 
voisinage de x. Soit no un entier tel que K^^^D) n Int(y) ^ (et done aussi 
/i"'0(Int(L')) n Int(y) 7^ 0). D'apres le lemme de Franks (dans la version du 
Lemme I2.5() . I'ensemble des entiers n tels que /i"'(Int(-D)) rencontre Int(y) 
est un intervalle de Z; mais il contient no et une infinite d'entiers superieurs 
a no (par definition de S), done il contient tous les entiers superieurs a no- 
Autrement dit, x est un point de /. □ 

Preuve de 1' AfRrmation 15.21 Comme D est ferme et libre, on pent trouver 
un autre disque topologique ferme libre V qui contient D dans son interieur (en 
utilisant le theoreme de Schoenflies) . D'apres le Corollaire 12.81 sur les disques 
libres, ce disque V est disjoint de tous les iteres /i"(Int(y)) pour n 7^ 0, 
done aussi des iteres h^{D). Par suite, les ensembles lim''" D et lim^ D ne 
rencontrent pas I'interieur de y, et sont done disjoints de D. 

On en deduit que tout point x de \\m^[D) possede un voisinage V' disque 
topologique ferme libre disjoint de Z?, et un raisonnement analogue montre 
que I'ensemble YmC [D) ne rencontre pas V . Par consequent, les ensembles 
\\m^{D) et lim^(D) sont disjoints. □ 

Preuve du Lemme 15.41 On se donne un disque topologique ferme libre D . 

Invariance II est clair que les ensembles lim"*" D et lim~ D sont invariants 
par h. Montrons qu'il en est de meme pour I'ouvert U{D). En tant que 
composante connexe d'un ensemble invariant, il est invariant ou libre. D'apres 
le Lemme 12.41 (compacts connexes libres), il existe un domaine de translation 
A contenant D . Comme h est conjugue a une translation sur A, les ensembles 
lim^ D et WmT D sont disjoints de A. Puisque A est connexe, on en deduit 
qu'il est inclus dans U{D). D'autre part A est invariant par h, ce qui prouve 
que U{D) n'est pas libre, done est invariant. On en deduit immediatement 
I'invariance des ensembles U~^{D) et U~{D). 
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Prontiere La frontiere de I'ensemble U{D) est incluse dans lim"'' DUlim^ D : 
ceci suit d'un resultat de topologie generale fProposition lA.ll de 1' Appendiceal)- 
Puisque I'ensemble U{D) est invariant, il contient tons les iteres de D, ce qui 
entraine I'inclusion des deux ensembles lim"*" Z) et lim~ D dans Adh(C/(D)). 
Par ailleurs, par definition, U{D) est disjoint de \mi^ D et lim^D; done la 
frontiere de U{D) contient ces deux ensembles. On en deduit I'egalite dU{D) = 
lim+D U lim-D. 

Partition D'apres la Proposition lA. II la frontiere de toute composante con- 
nexe de \ Adh{U{D)) est non vide et contenue dans dU{D) = lun~^D U 
lim^D. Par consequent, la definition des ensembles U~^{D) et U~{D) im- 
plique que leur union recouvre le complementaire de Adh(C/(D)). D'apres le 
paragraphe sur la frontiere, Adh({7(Z))) = U{D) U \mi^ D U lim~Z), et par 
consequent les cinq ensembles consideres recouvrent le plan. II reste a voir que 
ces cinq ensembles sont disjoints deux a deux. On a 

• U{D) n lim+ L> = 0, par definition de U{D) ; 

• U{D) nU+{D) = ^, par definition de U^{D); 

• de meme, U{D) n lim" D = et U{D) n C/"(L>) = 0; 

• les ensembles U^{D) et U^{D) sont chacun disjoints des ensembles 
lim+(L») et lim"(i:>), d'apres I'egalite dU{D) = lini+i:i U lim"L); 

• lim^ D n lim" D = 0, d'apres 1' Affirmation 15.21 

II reste a voir que U~^{D) et U~{D) sont disjoints. Soit C une composante 
connexe du complementaire de Adh(C/(Z))) ; il s'agit de voir que la frontiere de C 
ne pent pas rencontrer a la fois lim~ D et lim"*" D. D'apres le Theor eme I A . 41 de 
I'appendice, dC est connexe; et d'apres la Proposition lA. 11 dC est inclus dans 
dAdh{U{D)), c'est-a-dire dans lim~ D Ulim"^D. Comme les deux ensembles 
lim~ D et lim"*" D sont des fermes disjoints, dC est entierement inclus dans I'un 
d'eux, ce que Ton voulait. □ 

Preuve de la Proposition 15.51 On se donne un disque topologique ferme li- 
bre D. 

Cas simple Commengons par montrer que tout arc a, libre, joignant un 
point de K^^i^D) a un point de Wui^ D , doit rencontrer tous les iteres h^{D) 
pour n > riQ. Supposons le contraire. En utilisant le theoreme de Schoenflies, 
on construit alors un disque topologique ferme D' , fibre, contenant a dans son 
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interieur, disjoint d'au moins un itere h^{D) pour n > uq. Par definition de 
I'ensemble lim^D, I'interieur du disque D' rencontre des iteres /i" {D) pour 
n' > n; d'autre part, il rencontre aussi h^°{D). L'ensemble des entiers k tels 
que h^{D) rencontre Int(i5') n'est pas un intervalle, ce qui contredit le lemme 
de Pranks ()2.5|) . On a bien sur un enonce equivalent pour lim^ D . 



Type des points voisins Pour tout point x du plan, on note B^'^'^^{x) le 
disque ouvert de centre x et de rayon r pour la distance euclidienne sur le plan. 
On pose alors 



sup{r : B, 



oucl / 



est libre}. 



La fonction (f> est strictement positive et continue sur le plan, et pour tout x, 
le disque euclidien ouvert B^^^ (x) est libre. On pose alors 

V = {xe U{D) : n dU{D) + 0}. 

Get ensemble est appele ensemble des points voisins de dU (D) . II s'agit d'un 
ensemble ouvert, et y U dU{D) est un voisinage de dU{D) dans Adh(f7(D)). 

Soit X un point de V . On considere un arc a joignant x a un point de dU{D) , 
inclus dans -B^^^.' {x) et d'interieur inclus dans U (D) (la definition de V permet 
de trouver un tel arc). On dira que x est de type D si a rencontre un itere de 
D, de type dU{D) sinon (cf [Figure 13 ). L'interet de cette definition est qu'elle 
ne depend pas du choix de a. En efFet, soit a' un autre arc comme ci-dessus, 
et supposons que a rencontre un itere de D tandis que a' n'en rencontre pas 
(cf [Figure 14 ). Alors a U a' est libre, et contient un arc (3 rencontrant dU{D) 
et un unique itere de D. L'existence de (3 contredit le "cas simple" etudie au 
debut de cette demonstration. Nous allons voir qu'en realite, tous les points 
voisins sont de type D . 




type dU{D) type D 

Figure 13: Type des points voisins 
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dU{D) 



a' 



Figure 14: Le type est bien dcfini 



On voit facilement que le type des points de V est localement constant, done 
constant sur les composantes connexes de V . En particulier, si une composante 
connexe de V rencontre un itere de D, alors tons les points de cette composante 
connexe sont de type D. 

Topologie plane Soit maintenant a un arc verifiant les hypotheses de la 
Proposition 15. 5( c'est-a-dire joignant un point de U{D) a un point de dU{D). 
Quitte a raccourcir a, on pent supposer que I'interieur de a est inclus dans 
U {D) ; on appelle alors z I'extremite de a sur dU {D) . On applique 1' affirmation 
suivante (dont la preuve est donnee plus bas). 

Affirmation 5.10 Pour tout point z de dU{D), il existe une composante 
connexe V' de V telle que V' U {z} est un voisinage de z dans U{D) U {z} . 

Puisque z appartient a lim^ DUlim^ D, et que les iteres de D sont dans U{D) 
(Lemme I5.4|) . il existe un itere de D qui rencontre V' . Par consequent, les 
points de V sont tons de type D. D'autre part, quitte a raccourcir a, on 
peut supposer que I'extremite x de a dans U{D) est un point de V , et que 
a est inclus dans le disque B'^^^{x). Le point x est de type D, done Tare a 
rencontre un itere de D, ce que I'on voulait. □ 

Preuve de 1' Affirmation 15.101 II s'agit seulement de considerations de top- 
ologie plane. On pose W = V U (M^ \ U{D)); c'est une partie ouverte du 
plan, contenant dU{D), et dont la frontiere est incluse dans U{D). Soit W la 
composante connexe de W contenant z; c'est un ensemble ouvert et connexe. 
Soit V = W n U{D): c'est un ensemble inclus dans V , ei V \J {z} est un 
voisinage de z dans U{D) U {z}. Pour prouver I'affirmation, il suffit done de 
montrer que V est connexe. 

Ceci va decouler du lemme d'Alexander fTheoreme IA.3I de I'appendice). On 
appelle C/i la reunion de U{D) et de toutes les composantes connexes de W 
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distinctes de W. C'est un ensemble ouvert, et comme toute composante 
connexe de W rencontre U{D) (Proposition lA.lf) qui est connexe, c'est un 
ensemble connexe. L'ensemble U2 = W est egalement un ouvert connexe, 
et Ui L) U2 = U{D) U W = . Le lemme d'Alexander afRrme alors que 
I'intersection C/inC/2 est connexe, et cette intersection n'est autre que l'ensemble 

v. □ 



Preuve du Lemme 15.81 Dans toute la preuve, D designe un disque topolog- 
ique ferme libre dont I'interieur contient z. 

Par definition, lim^ D contient lim^ z, done 1' ouvert connexe U{D) est disjoint 
de lim"'' z (et de meme il est disjoint de lim~ z), on en deduit I'inclusion U{D) C 
U (z) . II s'ensuit que 

lim+z C lim+L» C Adh(C/(D)) C Adh(C/(z)). 

II est clair que les ensembles lim"*" z et lim~ z sont invariants par h . Puisque 
l'ensemble U{D) est invariant et inclus dans l'ensemble U{z) , celui-ci est aussi 
invariant. On en deduit I'invariance de U^{z) et U~{z). 

D'apres la Proposition lA.ll et la definition de U{z) , on a dU{z) C lim+ z U 
lim~z. D'autre part, I'inclusion lim^ z C Adh(C/(z)) a ete montree dans le 
paragraphe preliminaire; on a bien sur I'inclusion analogue pour les limites 
negatives. L'egalite dU{z) = lim"*" z U lim~ z s'ensuit. 

Si U est une composante connexe du complementaire de Adli(C/(z)), on montre 
a I'aide de la Proposition lA.ll et du Theoreme IA.4I que la frontiere de U est 
incluse dans I'un des deux ensembles lim~ z et lim +z (exactement comme 
dans I'argument final de la preuve du Lemme l5.4j) . Ceci permet de voir que 
dU~{z) C lim" z et dU^{z) C lim+ z. 

De maniere tout a fait analogue au cas des disques fLemme l5.4() . on montre que 
les cinq ensembles recouvrent le plan, puis qu'ils sont deux a deux disjoints. □ 

Preuve du Lemme 15.91 Ici encore, D designe un disque topologique ferme 
libre dont I'interieur contient z. Montrons la premiere des trois egalites. Soit 
{Dk)k>o une suite decroissante de disques topologiques fermes libres, dont les 
interieurs contiennent z, et dont I'intersection est reduite a {z}. II est clair que 
I'application D 1— > lim"*" D est croissante (par rapport a I'inclusion). D'apres 
la definition de U{D) , I'application D 1-^ U{D) est alors decroissante. On en 
deduit que 

lim+z = fl lim+Dk et que \J{U{D)} = \J{U{Dk)}. 

k>0 k>0 
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Soit maintenant un point y dans U{z) , c'est-a-dire tel que lim"'' z U lim~ z ne 
separe pas y et z. II existe alors un arc 7 joignant y k z dans le complementaire 
de lim"'" zUlim" z; puisque I'intersection des compacts nfc{(lim"^ DfcUlim" Dfc)n 
7, /c > 0} est vide, c'est qu'il existe un disque tel que (lim^ Ulim~ D^) fi 
7 est vide. On en deduit que 7 est entierement inclus dans U{Df^). Ceci 
prouve I'inclusion U{z) C U{C/(-Dfc),/c > 0}. L'inclusion reciproque vient de la 
propriete U{D) C U (z) vue dans le paragraphe preliminaire de la preuve du 
Lemme 15.81 

Montrons maintenant que U~^{z) C n{f/^(D)}. Pour cela, on considere une 
composante connexe C/ de \ Adh(C/(z)) dont I'adherence rencontre lim"*" z. 
Pour tout D, I'ensemble lim"^ D contient lim^ z, il rencontre done I'adherence 
de U ; mais par ailleurs I'ensemble Adh(U{D)) est inclus dans Adh(L'^(z)) (voir 
le paragraphe preliminaire de la preuve precedente), il est done disjoint de U . 
Ceci prouve que U est inclus dans U^{D), ce que I'on cherchait. De la meme 
maniere, on obtient I'inclusion U~{z) C n{C/~(D)}. 

Montrons les inclusions reciproques. Soit y un point de r){U^{D)} . Ce point 
n'est dans aucun des ensembles U{D), done n'appartient pas a U{z) (d'apres 
la premiere egalite). De meme, y n'appartient pas a lim^(2;) ni a lim~(2;). 
De meme, puisque U~{z) C n{[/^(L')}, y n'est pas dans U~{z). D'apres 
le Lemme EHl V appartient a U^{z). Ceci prouve que n{f/+(I?)} C U^{z). 
L'inclusion pour les ensembles negatifs est analogue. □ 

6 Preuve du Theoreme El existence des compos- 
antes de Reeb 

Dans cette partie, nous utilisons les resultats de la section precedente pour 
demontrer le Theoreme I A-bis| Malheureusement, I'auteur n'a pas reussi a trou- 
ver une preuve qui ne brise pas la symetrie des roles de x et de y. II s'en excuse 
aupres du lecteur, et incite celui-ci a chercher une preuve symetrique! Pour 
montrer que les couples {Ffi_i(y,x), Fi{x,y)) sont des composantes de Reeb, la 
vraie difficulte consistera a montrer que le produit de ces deux ensembles est 
singulier. En effet, la definition de I'ensemble singulier entrainera ensuite que 
les deux ensembles sont disjoints; on en deduira facilement que les proprietes 
de separation (2 et 3) de la definition des composantes de Reeb sont satisfaites. 

Essayons de donner une idee de la preuve du Theoreme lA-bisI Pour cela, 
imaginons un point mobile z qui s'eloigne d'un point x immobile; le point z 
sort successivement des /i-boules de centre x et de rayon 1, 2, 3, etc.. Dans 
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la premiere etape, nous montrons qu'au moment ou la distance de translation 
de z a X augmente d'une unite (autrement dit si z est sur la frontiere d'une 
/i-boule de centre x), ou bien I'union des deux ensembles-limite de z contient 
X, ou bien elle separe x de z f Affirmation 16. l)) . 

Pour simplifier, oublions la premiere des deux possibilites, et plaons-nous dans 
le cas (generique) ou I'ensemble lim~ 2: U lim"^ z separe x de z. Notons Ox{z) 
la composante connexe du complementaire de lim~ z U lim"*" z qui contient x 
( Figure 15 ). La frontiere de Ox{z) rencontre un et un seul des deux ensembles- 
limite de z, et on dira selon les cas que z est de type positif ou negatif par 
rapport ax. La deuxieme etape de la preuve consiste a montrer que ce que 
I'on vient de faire est "localement constant". De maniere un peu plus precise, 
considerons un autre point mobile z' qui s'eloigne egalement de x; on montre 
que si z et z' sortent tons deux d'une meme /i~boule de centre x, et qu'ils sont 
assez proches I'un de I'autre {dh{z, z') < 1), alors leur type par rapport a x est 
le meme. Mieux: les ensembles Ox{z) et Ox{z') coincident (Affirmation 16.2)) . 




Figure 15: Existence des composantes de Recb: idee de la preuve 

Pour la troisieme etape, on se donne deux point x et y, et on considere I'un des 
ensembles Fi{x,y) candidats a former les bords des composantes de Reeb. Get 
ensemble est inclus dans la frontiere d'une /i-boule de centre x, on pent done 
appliquer le resultat de la premiere etape; de plus, il est connexe, et I'invariance 
locale obtenue a la deuxieme etape entraine que tons les points z de Fi{x,y) 
ont le meme type par rapport a x, et definissent le meme ensemble Ox{z). On 
considere alors I'ensemble F frontiere de Ox{z), et on montre que le couple 
{F, Fi{x,y)) forme une composante de Reeb (Affirmation 16.3)) . 

Independamment de tout ce qui precede, on verifie dans la quatrieme etape que 
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toute composante de Reeb pour {x,y) "contient" I'un des couples {Fd_i{y,x), 
Fi{x,y)) (Affirmation I6.4j) . On en deduira d'abord que I'ensemble F de la 
troisieme etape contient Fd-i{y, x) , et done que les couples {Fd-i{y, x), Fi{x, y)) 
sont bien des composantes de Reeb (on retrouve ainsi la symetrie perdue). On 
en deduira ensuite qu'il n'existe pas d'autre composante minimale. 

6.1 Enonces des etapes de la preuve 

On donne ici les enonces precis des differentes etapes. Les preuves sont fournies 
plus bas. La premiere affirmation est une consequence des resultats sur la 
disposition des iteres d'un disque, et surtout du lemme de non-accessibilite. 

Affirmation 6.1 Soient x et z deux points du plan. Si z est sur la frontiere 
d'une h-boule de centre x, alors x U{z).^ 

Soient x G R^, i > 1, z € dBi{x). D' apres I'affirmation precedente et la parti- 
tion du plan donnee par le Lemme EH une et une seule des quatre possibilites 
suivantes est verifiee: 

X € U"{z), X € lim~z, x S lim'^'z, x € U'^{z) 

Selon les cas, on dira que z est de type , lim~, lim+ ou par rapport 
ax. Si z est de type U~ ou , on notera Ox{z) la composante connexe de 
U~{z) ou de U~^{z) qui contient x. Les liens entre la partition associee a un 
point et celle associee a un disque libre le contenant vont nous permettre de 
montrer la deuxieme affirmation. 

Affirmation 6.2 (Invariance locale du type) Soient x un point du plan, 
i>l,etzetz' deux points de dBi{x). On suppose que dh{z,z') < 1. Alors 

• z et z' sont du meme type par rapport a x ; 

• si ce type commun est U'^ ou U~ , on a Ox{z) = Ox{z'). 

L'invariance locale du type et la connexite des ensembles Fi{x, y) vont entrainer 
la troisieme affirmation. 

Affirmation 6.3 (Existence des composantes) Soient x et y deux points du 
plan, et 1 < i < dh{x,y) — 1. II existe alors une partie F du plan telle que le 
couple {F, Fi{x, y)) est une composante de Reeb pour {x, y) . 

*0n pourrait egalement prouver la rcciproque. 
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La quatrieme affirmation, elle, est independante des trois premieres. Elle 
resultera sm'tout des proprietes de la distance de translation (inegalite triangu- 
laire et existence d'arcs geodesiques). 

AfRrmation 6.4 (Unicite des composantes) Soient x et y deux points du 
plan, et d = dh{x,y). Soit {F,G) une composante de Reeb pour {x,y). Alors 
il existe un entier i, 1 < i < d — 1, tel que 

Fd-i{y,x) CFC dBd^iiy) et F{x,y) cGc dB^{x). 

Dans le cas non degenere, I'entier i sera egal a la distance de translation entre 
le point x et I'ensemble F . 



6.2 Premiere etape: lien entre partition et distance de transla- 
tion 

Preuve de P AfRrmation l6.ll Puisque, d'apres le Lemme [5.9l U{z) est I'un- 
ion des ensembles U{D) pour les disques topologiques fermes libres D dont 
I'interieur contient z, il suffit de prouver que si D est un tel disque, x U{D). 
On raisonne par I'absurde: on suppose que x G U{D) pour un tel disque D, et 
on va montrer que tous les points de D sont d la mime h -distance de x, ce 
qui contredira le fait que z S dBi{x). 

Puisque D est libre, tout point de D est a /i-distance 1 de tout autre point de 
done aussi de tout point d'un itere de D (invariance par h de la distance 
d/i, Lemme 1^77)) . Le resultat est done vrai si x appartient a un itere de D. On 
suppose maintenant que x n'appartient a aucun itere de D . Soit y un point de 
D; on va montrer que pour tout point y' de D, on a dh{x,y') < dh{x,y). Par 
symetrie des roles de y et y' , ceci conclura la preuve en montrant que tous les 
points de D sont a meme /i -distance de x. Pour montrer cette inegalite, on 



considere un arc geodesique 7 de x a y (Figure 16). Soit p le premier point 



rencontre, en parcourant 7 depuis I'extremite x, sur le ferme 

Adh I IJ h'\D) I = lim"(Z)) U IJ h''{D) U lim + (D). 

Comme on a suppose que x appartient a U {D) , d'apres la proposition de non- 
accessibilite (|5.5|) , le point p appartient en fait a un itere de D . Remarquons que 
p est different de x. Soit no tel que p E h'^°{D) . On se donne une decomposition 
minimale de 7, et on note s le dernier sommet de cette decomposition situe 
strictement avant p lorsqu'on parcourt 7 en partant du point x; on a done: 
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a 



7 




D 



y 



Figure 16: Calculs de distance 



• dh{x,s) < dh{x,y) - 1; 

• I'arc a = [sp]^ est libre. 

D'autre part h"'°{D) est libre, et a ne rencontre aucun autre itere de D (par 
definition de p). On en deduit que I'ensemble aUh^°{D) est encore libre. Soit 
y' un point quelconque de il existe un arc (3 reliant s k y' et inclus 

dans a U en particulier, (3 est libre. D'apres I'Affirmation |231 on a 

dh{s,y') = 1- Par invariance de la /i-distance, ceci est encore vrai si y' est un 
point quelconque de D fLemme \'A.7^ . Un point y' de D verifie done 



6.3 Deuxieme etape: invariance locale du x— type 

Preuve de 1' AfRrmation 16.21 On se place sous les hypotheses de I'affirma- 
tion. Puisque dh{z,z') < 1, ou bien z et z' sont dans la meme orbite de h, et 
la conclusion de I'affirmation est clairement satisfaite; ou bien il existe un arc 
libre joignant ces deux points, et (par epaississement), il existe aussi un disque 
topologique ferme libre D dont I'interieur contient z et z' . Nous nous plagons 
dans ce cas. 



dhix, y') < dh{x, s) + 4(s, y') 

< dh{x,y) - l + l 

< dh{x,y). 



Ce que Ton voulait. 



□ 
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Supposons d'abord que z est de type par rapport a x, autrement dit que 
X appartient a U~^{z). On va appliquer le Lemme 15.91 concernant les liens 
entre la partition associee au point z et celle associee au disque D. On a 
Ox{z) C U'^{z) C U~^{D); or Tensemble U^{D) est disjoint des ensembles 
U~{D), lim^ Z) et lim^D, qui contiennent respectivement U~{z'), \mi^ z' et 
lim~2;', par consequent Pensemble Ox{z) est disjoint de ces trois ensembles. 
D'autre part, I'ensemble Ox{z) contient le point x qui n'appartient pas a U{z') 
f Affirmation 16 . 1|) . et dU{z') = (lim"*" z')U(lim~ z') f Lemme 15. 8() : puisque Ox{z) 
est un ensemble connexe, qui contient un point hors de U {z') et qui ne rencontre 
pas dU{z'), il est disjoint de U{z'). On deduit de tout ceci I'inclusion Ox{z) C 
U^{z'). Une premiere consequence est que x € U~^{z'), done z' est bien du 
meme type que z par rapport a x. Ensuite, comme Ox{z') est la composante 
connexe de U~^{z') contenant x, et que Ox{z) est connexe, on a Ox{z) C Ox{z') . 
Par symetrie des roles de z et z' , on a Ox{z') = Ox{z). 

Le cas ou z est de type U~ se traite bien siir en appliquant le cas a . 
D'autre part, en echangeant les roles de z et z' , on obtient 

X eU^{z) ^ X eU^{z') et X eU~{z) ^ X £U~{z'). 

Considerons maintenant le cas oil z est de type lim"*"; autrement dit, x appar- 
tient a lim"'"(z) . D'apres ce qui precede, z' ne pent pas etre de type U~ ou . 
D'autre part, dans ce cas, x est dans liia^^D), done n'est pas dans lim~{D), 
qui contient lim~(z'): par consequent z' n'est pas de type lim~ , done z' est 
de type lim'^ . Le cas ou z est de type lim~ s'en deduit. □ 

6.4 Troisieme etape: existence de composantes de Reeb 

Preuve de 1' AfRrmation 16.31 Commengons par rappeler que, s'il n'est pas 
egal a {y} , I'ensemble Fi{x,y) separe x et y (Lemme l4.6() . 

L'ensemble Fi{x,y) est inclus dans dBi{x), done le type des point de Fi{x,y) 
par rapport a x est bien defini (Affirmation 16. l)) . Puisque Fi{x,y) est connexe 
(Lemme l4.6|) . et que ce type est localement constant (Affirmation 16. 2|) . tons les 
points de Fi{x,y) sont du meme type par rapport a x. 

Considerons le cas ou tous les points de Fi{x, y) sont de type \\m^ . Dans ce cas, 
pour tout z dans Fi{x,y), le couple {z,x) est singulier. L'ensemble F = {x} 
verifie alors la conclusion de I'Affirmation 16.31 

On se place maintenant dans le cas ou tous les points de Fi(x,y) sont de type 
[/"'". Par connexite et invariance locale, l'ensemble Ox = Ox{z) ne depend pas 
du point z de Fi{x,y). On pose alors F = dOx- 
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D'apres la Proposition lA.ll pour tout point z de Fi{x,y), F est inclus dans 
dU~^{z), qui est inclus dans lim"'" z fLemme l5.8|) : autrement dit, Fi{x,y) x F C 
Sing(/i) fLemme I5.5() . D'autre part, on a deja vu que Fi{x,y) est connexe, et 
F est egalement connexe d'apres le Theoreme IA.4I (car F est la frontiere de 
Ox{z) , qui est une composante connexe de M? \ Ad]i{U{z)), et U{z) est un 
ouvert connexe). II reste a prouver les proprietes de separation de la definition 
des composantes de Reeb: 

(1) Fi{x,y), s'il n'est pas egal a {y}, separe F U {x} et y 

(2) F separe x et Fi{x,y) U {y} 

On remarque tout d'abord que les ensembles F et Fi(x,y) sont disjoints, 
puisque Fi{x,y) x F C Sing(/i) . 

Montrons alors le premier point. Pour chaque z de Fi{x,y), z appartient a 
U{z), qui est disjoint de Adh(C/+(z)), qui contient Adh{Ox) ■ Done 1' ensemble 
Fi{x,y) est disjoint de Adh{Ox) , or cet ensemble est connexe et contient x. Si 
Fi{x,y) n'est pas egal a {y} , il separe x et y, par consequent il separe aussi 
Adh(Oa;) et y, et I'ensemble F U {x} est inclus dans Ad]i{Ox) ■ Ceci prouve le 
premier point. 

Montrons le second point. Ce qui precede montre que y Adh(Ox), et comme 
X € Adh(Oa;), I'ensemble F = dOx separe x et y. II reste a voir que Fi{x,y) 
est inclus dans la composante connexe du complementaire de F qui contient 
y, notee Oy{F). Or dans le cas contraire, I'ensemble Oy{F) \JF est disjoint de 
Fi{x,y), par ailleurs il est connexe (Proposition lA. 1|1 . mais ceci contredit le fait 
que Fi{x,y) separe F et y (premier point). 

II decoule de ces deux proprietes que le couple {F, Fi{x, y)) est une composante 
de Reeb pour {x,y). La proposition est done prouvee dans les cas lim"*" et . 
Les cas lim~ et U~ s'en deduisent. □ 

6.5 Quatrieme etape: composantes de Reeb minimales 

Preuve de I'AfRrmation 16.41 On definit (pour tout point z et toute partie 
E du plan) 

dh{z, E) = min{4(z, z') -.z'^E}. 

Cas non degenere On se place d'abord dans le cas ou la composante {F,G) 
est non degeneree: dans ce cas, F separe x de G U {y}, et G separe y de 
FU {x} . L'entier i sera defini comme i = dh(x,F). Nous allons prouver 
successivement : 
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(1) F c dBa^^y^G){y) 

(2) i^d,fe,G)(y,a;) CF 

(3) dhix, F) =d- dhiy, G) (rappelons que d = dh{x, y) ) 

Premier point Puisque la composante est non degeneree, le point y n'app- 
artient pas a G , et on a dh{y-, G) >\. Soit z un point de G tel que z) = 
dhiy,G). L'ensemble B^^(^yQ^{y) est ouvert, c'est done un voisinage de z; 
il est invariant par h. Si z' est un point quelconque de F , comme {F, G) 
est une composante de Reeb, I'un des deux couples {z,z') et {z' , z) est sin- 
gulier. La definition de l'ensemble singulier entraine alors que z' appartient a 
Adh(i?,^(j^,G)(y)). 

II reste a voir que F ne rencontre pas 5d^ (j/,G)(?/) • Pour cela on considere 
un arc geodesique 7 joignant y a un point z' de F (cf [Figure 17D . Puisque 
G separe F de y, Pare 7 rencontre G en un point z. Puisque dh{z,z') = 2 
(Lemme l4.2j) . toute decomposition de 7 a un sommet entre ^; et z' , on en deduit 
que dfi{y,z') — 1 > dh{y,z) > dh{y,G). Par consequent z' n'appartient pas a 
la h-hovle B^^(,y^Q-){y) , ce que Ton voulait. 



X 



F G 

Figure 17: F n'est pas trop pros de y 



Deuxieme point L'ensemble F separe x et y, il est inclus dans dB^^ (^y Q'j{y) , 
done il contient Ffi^^^y^Q-^{y, x) d'apres la propriete de minimalite de cet ensemble 
(Lemme 14. H|) . 
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Troisieme point On prouve d'abord I'inegalite dh(x, F) > d — dh{y, G) . Soit 
z un point quelconque de F. Comme les /i-boules sont ouvertes, tons les points 
z' assez proches de z verifient dh{x,z') < dh{x,z). Puisque F C dB^^(^y Q^{y) , 
il existe un tel point z' verifiant egalement dh{z',y) < dh{y,G). On a alors 

dh{x,z) > dh{x,z') 

> dh{x,y) - dh{z',y) 

> d-dh{y,G). 

Prouvons I'inegalite inverse. Soit 7 = [xqXi] * • • • * [x^-ix^] une decomposition 
minimale d'un arc geodesique de x = xq k y = Xd- Comme F separe x et 
y, Tare 7 rencontre F. Comme le sous-arc [xd-dh{y,G)^d]'y est inclus dans 
^dh{y,G){y) ^ ce sous-arc est disjoint de F (par le premier point), c'est done que 
[xoXd-d^(^y^G)\-i rencontre F. Comme [xoXd-d^(y^G)h C Bd-day,G){x) , on &hien 
dh{x,F) <d-dh{y,G). 

Fin de la preuve dans le cas non degenere On recopie maintenant la 
preuve des premier et deuxieme points en echangeant les roles de x et de y 
(et done ceux de F et de G). On obtient ainsi que Fdf^(^x,F){x,y) C G C 
9Bdf^(x,F)ix) ■ Le troisieme point montre alors que I'entier i = dh{x, F) convient. 
Ceci termine la preuve dans le cas non degenere. 

Cas degenere II reste a traiter les cas oil la composante {F, G) est degeneree. 
Dans le cas oii G contient y et F contient x, le couple {x,y) est singulier pour 
h ou , et la preuve est tres simple: on utilise le LemmeESl et on voit que 
dh{x,y) = 2, Fi{y,x) = {x} et Fi{x,y) = {y} (par definition). 

Traitons rapidement le cas 011 G contient y et F ne contient pas x en suivant 
la meme demarche que dans le cas non degenere. Le produit {y} x F est 
singulier pour h on , done F C dB\{y) (Lemme 14. 2j) . Avec les memes 
arguments que dans la situation non degeneree (deuxieme et troisieme points), 
on en deduit Fi{y,x) C F, puis dh{x,F) = d — 1. On prouve ensuite que 
G C dBd-i{x) comme pour le premier point du cas non degenere. On en deduit 
que Fd-i{x^y) = {y} par definition. Tout ceci prouve que I'entier i = d — 1 
convient. Le cas ou F contient a; et G ne contient pas y est symetrique. □ 

6.6 Derniere etape: preuve du Theoreme lA-bisI 

Preuve du Theoreme lA-bisI Soient x et y deux points du plan, et d = 
dh{x,y). Montrons tout d'abord que pour cliaque entier j entre 1 et d — 
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1, {Ffi^j{y,x),Fj{x,y)) est une composante de Reeb pour D'apres 
I'Affirmation inSl il existe un ensemble F tel que {F, Fj{x,y)) est une com- 
posante de Reeb pour {x,y). On applique alors I'Affirmation 16.41 a cette com- 
posante. L'entier i fourni par cette affirmation verifie notamment Fi{x,y) C 
Fj{x,y); il coincide alors avec l'entier j, sans quoi ces deux ensembles seraient 
respectivement inclus dans les "/i -spheres" dBi{x) et dBj{x), mais celles-ci 
sont sont disjointes si i 7^ j. On a done, d'apres I'Affirmation 16.41 Fd_j[y,x) C 
F , par consequent 

Fd-j{y,x) X Fj{x,y) CF x Fj{x,y) C Sing(/i) ou Sing(/i~^). 

II reste a montrer les proprietes de separation requises par la definition des 
composantes de Reeb. Or le couple {F, Fj{x,y)) verifie ces proprietes (Af- 
firmation IHiSl) 5 et comme Fii-j{y,x) C F, on voit facilement que le couple 
{Fci-j{y,x),Fj{x,y)) les verifient egalement: notamment, Fj{x,y) separe y et 
Fd-j {y,x)U {x} , ce qui constitue la propriete 2 de la definition des composantes, 
et on en deduit la propriete 3 par symetrie des roles de x et y. 

On a montre que le couple {Fii-.j{y,x), Fj{x,y)) est une composante de Reeb 
pour {x,y) . La minimalite de cette composante de Reeb est evidente au vu du 
lemme topologique 14.61 L 'Affirmation l6^ montre maintenant qu'il n'y a pas 
plus de d — 1 composantes de Reeb minimales pour (x, y) , ce qui acheve la 
demonstration du theoreme. □ 



7 Geodesiques infinies et points Nord et Sud 

Dans cette partie, nous montrons quelques proprietes simples des suites geodes- 
iques infinies. Rappelons que celles-ci apparaissent naturellement dans I'etude 
de la dynamique locale (voir I'introduction). Dans la Section l7.ll on definit 
les geodesiques infinies et la relation d'equivalence "definir les memes bouts", 
et on deduit du Theoreme lA-bisI que deux geodesiques infinies definissant les 
memes bouts induisent la meme suite de composantes de Reeb et le meme mot 
horizontal. Dans la Section 17.21 on associe a toute classe d'equivalence [T] de 
geodesiques infinies une topologie sur le plan augmente de deux points N et 
S , situes "a I'infini de part et d'autre de F"^. En un certain sens, les points 
et S representent aussi les "deux faons d'aller a I'infini" sous I'iteration de h 

"Dans la situation decrite en introduction 011 h est le releve canoniquement associe 
a un point fixe xq d'un homeomorphisme de surface, il faut pcnscr a N comme etant 
un "releve" du point fixe xq: notamment, la projection sur la surface d'une suite qui 
tend vers N tend vers xq . 
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(relativement a [F] ) ; ceci est precise dans la Section 17.31 La Section 17.41 enonce 
une propriete qui restreint fortement les dynamiques possibles dans un bord 
de composante de Reeb: ou bien presque toute orbite va de a S*, ou bien 
presque toute orbite va de 5 a A^. 

7.1 Les geodesiques infinies et leurs bouts 
Geodesiques infinies 

Definition 7.1 Une suite geodesique infinie est un plongement isometrique 
de Z dans le plan muni de la distance dh, autrement dit une suite {xk)kez de 
points du plan, telle que pour tons entiers k, A;', on a 

dhixk,Xk') = \k- k'\. 

Une droite geodesique est une droite topologique orientee F, munie d'une de- 
composition 

F = • • • * 7_x * ^0 * 7i * ■ ■ ■ 

ou les sous-arcs ji sont libres, et dont les sommets ferment une suite geodesique 
infinie (x^). Les indices sont choisis dans le sens croissant de I'orientation de 
F. 

Definition 7.2 Le mot horizontal associe a la suite geodesique infinie {xk)kez 
est la suite {M^{xk-i,Xk+i))kez- 

Definition 7.3 La suite de composantes de Reeb associee a la suite geodesique 
infinie {xk)kez est la suite (F^, Gk)k&-, ou (Ffc, Gk) est I'unique composante de 
Reeb minimale pour le couple Xfc+i) ; autrement dit, avec les notations 

du Theoreme IA-bis| {Fk,Gk) = {Fi{xk+i,Xk-i),Fi{xk-i,Xk+i)). 

On associe egalement a toute droite geodesique un mot horizontal et une suite 
de composantes, via la suite de ses sommets (la Proposition 17.71 ci-dessous va 
entrainer que ceci ne depend pas de la decomposition choisie). 

Remarque 7.4 Une composante de Reeb associee a une suite geodesique in- 
finie n'est jamais degeneree. En efFet, supposons (pour fixer les idees) que la 
composante {Fq,Go) est degeneree, avec xi G Gq. La definition des com- 
posantes de Reeb montre qu'alors xi G dBi{x-i). Mais d'autre part xi G 
Bi{x2) , et les boules sont des ouverts du plan, par consequent les boules 
i?i(x_i) et i?i(x2) se rencontrent, et I'inegalite triangulaire donne (i/j(x_i, X2) < 
2, ce qui contredit le caractere geodesique. 
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Bouts 



Definition 7.5 On dira que les suites geodesiques {xk)kez et (x^)fcgz de- 
finissent les memes bouts s'il existe un entier p tel que pour tout entier k, 

Cette relation est clairement une relation d'equivalence. Elle induit une relation 
d'equivalence sur les droites geodesiques, via les suites geodesiques de sommets. 
On notera [{xk)kez] et [T] les classes d 'equivalences. 



Remarque 7.6 Pour toute suite geodesique {xk)kez, il existe une droite geo- 
desique T' dont les sommets forment une suite geodesique definissant les memes 
bouts que {xk)k&- 



Montrons rapidement cette remarque. II est clair qu'il existe une courbe F, 
qui passe successivement par tons les sommets de la suite geodesique donnee, 
telle que chaque sous-courbe [xkXk+i\v est un arc libre. En effagant les boucles 
de r, on obtient une courbe V sans point double (comme dans la preuve 



du Corollaire 13.51 cf Figure 6 ); cette courbe F' est naturellement decomposee 
en sous-arcs [x'^x'^^-^Jp' C [xkXk+i\T- En utilisant cette derniere inclusion et 
le caractere geodesique de la suite {xk)kez^ on verifie que la nouvelle suite 
{x'jjkez est encore une suite geodesique. II reste a voir que F' est bien d'une 
droite topologique. Toute partie compacte du plan est incluse dans une boule 
Bk{xQ); comme la suite des sommets de F' est geodesique, seule une partie 
bornee de F' pent rester dans cette boule, ce qui montre que F' est proprement 
plongee dans le plan. 

Le resultat principal concernant les bouts est le suivant. 



Proposition 7.7 Deux suites geodesiques inEnies definissant les memes bouts 
ont les memes mots horizontaux et les memes suites de composantes de Reeb 
associees (a decalage d'indice pres). 

Get enonce est avant tout une consequence de "I'unicite" dans le Theoreme lA-bisI 
La fin de cette section est consacree a la preuve de la Proposition 17.71 qui sera 

^"Ccttc definition peut paraitre un pcu restrictive; en rcalitc, c'est simplcment qu'elle 
est adaptee a notre espace mctrique (R^, c?/j) , qui se trouve avoir une geometric proche 
de celle d'un arbrc. Par excmple, on pourrait montrer que si 3p tel que V/c, 3k' tel que 
dh{xk,x'i,,) < p, alors la suite geodesique infinie (xj.) dcfinit les memes bouts que Tune 
des deux suites (xk) et {x-k)- a I'oppose, on pourrait cgalement montrer que les deux 
suites dcfinissent les memes bouts si et seulcmcnt si 3ka tel que Vfc , dh {xk , x'j^j^f.^^ ) ^ 2 . 
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organisee comme suit. On remarque d'abord qu'une composante de Reeb pour 
un couple de points donne est encore une composante de Reeb pour beaucoup 
d'autres couples de points f Affirmation 17. 8|) . Pour une suite geodesique (finie ou 
infinie), cette propriete se traduit par une compatibilite entre les composantes 
de Reeb associees aux differents couples de sommets fLemme I7.9|) . Ceci per- 
met de clarifier la topologie des composantes de Reeb associees aux suites 
geodesiques infinies et de leurs composantes complementaires fLemme I7.11() . 
Nous en deduirons la proposition. 

Si A est une partie du plan et x un point hors de A, nous noterons systemati- 
quement Ox{A) la composante connexe du complementaire de A qui contient 
X. La preuve de I'affirmation suivante est laissee au lecteur. 

AfRrmation 7.8 Solent x et y deux points du plan, et {F, G) une composante 
de Reeb pour {x,y), qui est non degeneree: F ne contient pas x et G ne 
contient pas y. Si x' est un point de Ox{F), et si y' est un point de Oy{G), 
alors {F, G) est encore une composante de Reeb pour {x', y') . De plus, si {F, G) 
est mlnlmale pour {x, y) , elle est aussl minimale pour {x', y') . 

Nous reprenons les notations de la Section [4.31 concernant les composantes de 
Reeb minimales. 

Lemme 7.9 (Compatibilite des composantes) Considerons une suite geode- 
sique (Hnie) {x = xq, . . . ,y = x^) , et i un entier entre 1 et d — 1. Alors 

Fd-i{y,x) = Fi{xi+i,Xi_i) et Fi{x,y) = x^+i). 

On en deduit notamment que pour tons < i < j < d, les composantes de 
Reeb minimales pour (xj , Xj ) sont des composantes de Reeb minimales pour 
(2:0, 2;^)- 

Preuve du Lemme 17.91 Supposons tout d'abord que 1 < i < d — 1 . Dans 
ce cas, d'apres les definitions, la composante {Fd_i{y,x), Fi{x,y)) pour {x,y) 
n'est pas degeneree. L'ensemble Fi{x,y) est inclus dans la frontiere de la h- 
boule Bi{x) fLemme l4.6() . L'inegalite triangulaire permet de voir que Fi{x,y) 
ne rencontre pas la /i-boule Bd~i~i{y) ■ Or cette /i-boule est connexe, elle con- 
tient le point Xj+i, on en deduit que Xj+i est dans Oy{Fi{x,y)) . De maniere 
symetrique, on montre que Xi-i est dans Ox{F(i-i{y,x)) . L 'Affirmation FTHl 
nous dit maintenant que {Fd-i{y, x),Fi{x, y)) est une composante de Reeb min- 
imale pour le couple Or d'apres le Theoreme \M ce couple admet 
une unique composante de Reeb minimale, d'oii les deux egalites. 
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Si i = 1 ou d — 1 , il faut etudier a part les cas ou la composante est degeneree, 
ce qui ne pose pas de probleme. Les details sont laisses au lecteur. □ 

Soit {xk)k^i une suite geodesique infinie, {Fk,Gk) la suite de composantes 
associees. Comme dans la preuve du lemme ci-dessus, I'inegalite triangulaire 
permet de voir que tous les sommets avec k < —1 appartiennent d la mime 
composante connexe de \-Fo; on la notera 0_(Fo) (cf [Figure 18 ). On voit 



egalement (par exemple a I'aide du lemme) que tous les sommets Xk avec k > 
appartiennent eux aussi d une mime composante connexe de M? \Fq, que I'on 
notera 0+{Fq) . On definit de meme des ensembles 0-{Fk) et 0+(Ffc) pour 
tout entier k, et aussi des ensembles 0-{Gk) et 0+(Gfc) (cf [Figure IS^ .^^ 

Definition 7.10 Les ouverts O-(Ffc), 0+(Ffc), 0„(Gfc) et 0+{Gk) sont ap- 
peles respectivement ensembles complementaires negatif et positif de F^ et de 




Figure 18: Composantes de Recb associees a une droite geodesique infinie 

Le lemme suivant decrit la disposition topologique des differents ensembles. 

^^Pour completer la description, on pourrait egalement definir I'ouvert Ok — 
0+{Fk) n 0-{Gk)- A I'aide du lemme d'Alexander fTheoreme IA.3p . on pent voir 
que Ok est connexe, et qu'il s'agit de I'unique composante connexe de M.'^ \ {Fk U Gk) 
dont Tadhcrence rencontre a la fois Fk et Gk ■ 
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Lemme 7.11 Soit {xk)k^i une suite geodesique infinie. 

(1) Les deux ensembles complementaires positif et negatif de Fk sont dis- 
joints; 

(2) onak<l^O^{Fk)^0^{Fi); 

(3) les bords des composantes associees a (xk) et leurs ensembles comple- 
mentaires sont tons invariants par h; 

(4) les ensembles complementaires de Fk ne dependent que de la classe d'equ- 
ivalence [(x^)] . 

Bien sur, on a des resultats symetriques sur les ensembles complementaires de 

Preuve du Lemme 17.111 Sans perte de generalite, on suppose que A: = 0. 

Premier point La composante de Reeb {Fq,Go) = (Fi(xi, a;_i), xi)) 
du couple (x_i,xi) est non degeneree f Remarque 17. 4() . Par suite Fq separe xi 
et X-i, ce qui prouve le premier point, etant donnee la definition des ensembles 
complementaires de Fq. 

Deuxieme point Soit < D'apres le premier point, I'ensemble Fi separe 
xi-i et xi; Or I'ensemble 0+(Fo) est connexe et contient ces deux points, 
c'est done que Fi rencontre 0+{Fq). D'autre part, d'apres le Lemme ITUl Fq 
et Fi sont respectivement inclus dans les frontieres des /i-boules 
et Bi{xi+i); les /i-boules etant ouvertes, les frontieres des boules de meme 
centre et de rayon distincts sont disjointes, et par consequent Fq et Fi sont 
disjoints. On en deduit que Fi est entierement inclus dans 0+{Fq). D'apres 
le premier point, Fi est disjoint de 0-{Fq). Ce dernier ensemble est connexe, 
disjoint de Fi, et il contient x„i, il est done inclus dans 0^{Fi). Mieux: 
comme 0_(Fo) U Fq est connexe (Proposition^^, Fq est aussi inclus dans 
0-{Fi). Ceci montre que I'inclusion 0-{Fq) C O-(Fi) est stricte, et entraine 
I'equivalence voulue. 

Troisieme point Le Lemme 17.91 montre que Fq = Fi(xi,x_2), on en deduit 
I'invariance de Fq par le Lemme f4. 71 Les ensembles complementaires sont done 
invariants ou libres. Mais d'apres I'inegalite triangulaire, 0-{Fq) contient par 
exemple la /i-boule i?i(x_2), qui est invariante. On en deduit que 0-{Fq) est 
invariante; on montre de meme que 0+(Fo) I'est aussi. 
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Le dernier point sera prouve en meme temps que la ProDosition l7.7l (sans raison- 
nement circulaire. . . ). □ 



Preuve de la Proposition 17.71 et du dernier point du Lemme 17.111 

Soient (xk) et (x'^) deux suites geodesiques infinies definissant les memes bouts, 
et p un entier tel que pour tout k, dh{xk,x'j^) < p. Nous commengons par 
prouver que toute composante de Reeh associee a la suite {xk) est aussi une 
composante de Reeh associee a la suite (x^) . II suffit bien sur de prouver ceci 
pour la composante {Fq,Gq) = {Fi{xi,x-i),Fi{x-i,xi)) . 

Rappelons que (d'apres la definition), I'ensemble Fq est inclus dans la /i-boule 
B2{xi). D'apres I'inegalite triangulaire, I'ouvert 0_-(i<o) contient done la h- 
boule Bp{x-k) pour tout k>p+100 (cf|Fi gure 19|); en particulier, il contient le 



point x'_i^. De meme, I'ouvert 0+(Go) contient x'^. D'apres 1' Affirmation 17.81 
ceci force {Fq,Go) a etre une composante de Reeb minimale pour le couple 
{x'_f^, x'l^) . On applique maintenant le Lemme 17^ sur la compatibilite des com- 
posantes pour voir que {Fq, Gq) est une composante de Reeb associee a la suite 

(4)- 



X-k 



Bp{x^k) 



0+{Go) 



Xk' 



x^k 



I V 



Figure 19: 

iXk') 



0-{Fo) 

Toute composante de Reeb pour (xk) est une composante de Reeb pour 



Par symetrie, on obtient que I'ensemble des composantes de Reeb associees a la 
suite (xfc) coincide avec I'ensemble des composantes associees a (x'^). Notons 
{Fk, Gk) et (F^, G'l^) les deux suites de composantes associees. Pour tout entier 



k, on definit alors <j){k) comme I'unique entier tel que {Fk, Gk) = {F'^(^k)^ ^'(j>- 
il reste a voir que I'application (p est un decalage (ie 4>{k) = k + ko pour un 
certain ko). On a deja vu que (j) 6st surjective. II suffit alors de montrer 
qu'elle est (strictement) croissante. On a deja vu que 0^{Fq) contient le point 
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x'_p_iQQ, on en deduit que 0-{Fq) = O-iF^^^-^); et plus generalement que tons 
les ensembles complementaires associes a (xk) et (x'^) coincident. Ceci prouve 
le dernier point du Lemme fT.llI D'autre part, le Lemme [7.111 caracterise le fait 
que k < I par la propriete topologique 0^{Fk) C 0-{Fi); en appliquant ceci 
successivement aux deux suites geodesiques, on obtient 

k<l ^ 0^{Fk) ^0^{Fi) 

^ o„(i^;(,))2o„(i^;(o) 

^ (j)ik) < (Pil). 

Ceci montre que (j) est strictement croissante, et termine la preuve en ce qui 
concerne les composantes de Reeb generalisees. Puisque les mots horizontaux 
dependent uniquement des composantes de Reeb fTheoreme lB-terl Section H3|) . 
on en deduit que les suites geodesiques ont aussi le meme mot horizontal. □ 

7.2 Les points N et S 

On se donne une droite geodesique T. On appelle Oiy(r) et Os{T) les deux 
composantes connexes de \ F, avec la convention que Oiy(r) est situee a 
gauche de T quand on parcourt F dans le sens positif (cf [Figure 20D . 

Soit F une partie fermee du plan telle que F n F est compacte; on pent alors 
compactifier F en un espace F = FU {N, S} de la maniere suivante: on ajoute 
un point N par la compactification d'Alexandroff de F Ci Adh{0 m (T)) , et un 
point S par la compactification d'Alexandroff de F n Adh(Os(F)) }^ 

Definition 7.12 L'espace topologique F = FU {N,S} est appele compactifi- 
cation Nord-Sud de F ( associee a T ). 

Precisons immediatement qu'en general cette topologie depend de F (et pas 
seulement de [F]), voir la remarque a la fin de cette partie. 

Compactification des boules 

Soit F une partie du plan. Supposons que I'intersection F n F soit non vide et 
d'adherence compacte. 

"^^Autrement dit, par excmple, une base de voisinages de N est formee des ensembles 
(OAr(r) \ K) D F ou K decrit I'ensemble des compacts du plan. 
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ON{r) 
► r 

Os{T) 



Figure 20: Compactification Nord-Sud 

Definition 7.13 On dira alors que F separe les deux bouts de T si F separe 
les deux composantes connexes non bornees de T \ F .^^ 

Par exemple, le premier point du Lemme 17.111 montre que chaque bord de 
composante de Reeb associee a T separe les deux bouts de F. Soit y un point 
du plan. Pour tout entier positif d, I'intersection de la boule Bfi{y) avec la 
geodesique V est incluse dans une partie compacte de V. Soit (xfc) la suite 
des sommets de la decomposition de P; alors I'ensemble Adh(i?i(xi)) separe 
les deux bouts de P, puisqu'il contient le bord Fq d'une composante de Reeb 
associee. Si on choisit d assez grand pour que Bd{y) contienne la boule Bi{xo) , 
alors I'adlierence de la boule Bd{y) separe les deux bouts de P. 

Affirmation 7.14 Soit Bd{y) une boule du plan separant les deux bouts de P. 
Alors la topologie obtenue sur I'ensemble Adh{Bd{y)) = Adh{Bd{y)) U {A^, 5} 
par la compactification Nord-Sud associee a T ne depend que de [P] . 

Preuve de I'Affirmation 17.141 Notons 0_ et 0_|_ les composantes connexes 
du complementaire de Adh{Bd{y)) qui contiennent les parties non bornees re- 
spectivement negative et positive de P . On definit de meme les ensembles 0'_ et 
0^l_ comme les composantes connexes du complementaire de Adli{Bd+i{y)) qui 
contiennent les parties non bornees de P. On montre facilement que les quatre 
ensembles 0__ , 0+ , 0'__ et O'^ ne dependent que du choix de [P] (comme pour 
le dernier point du Lemme f7. mi . En particulier, puisque Bd{y) separe les deux 
bouts de P, les ensembles 0_ et 0_|_ sont disjoints, on en deduit que B^iy) 

^^La encore, cette notion depend du choix de F, mais die ne depend que de [F] pour 
les ensembles bornes pour la distance de translation. 
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separe les deux bouts de toute droite geodesique T' definissant les memes bouts 
que r . Notons que 0'_ et sont inclus respectivement dans 0„ et 0+ . 

Le lemme suivant est tres classique, on pent le prouver a I'aide de triangulations; 
les details sont laisses au lecteur. 

Lemme 7.15 (Regularisation) Soit F une partie fermee et connexe de , et 
O une partie ouverte contenant F . Alors il existe une partie fermee et connexe 
Fq , qui est une sous-variete a bord du plan, contenant F et contenue dans O . 



On applique le Lemme lT.lHl avec F = Adh.{Bd{y)) et O = Bd+iiy) (cf [Figure 21 ) 



pour obtenir une sous-variete a bords Fq . II est clair que Fq est disjointe de 0'_ 
et 0'_^_ . De plus, la composante connexe Oq de \ Fq qui contient 0'_ n'est 
pas bornee. Par consequent, le bord de Oq est une droite topologique, on la 
note A~. On definit symetriquement A"*". Les deux droites topologiques A~ 
et A"*" sont disjointes, le theoreme de Schoenflies permet de trouver un homeo- 
morphisme <I> du plan, preservant I'orientation, tel que A~ = $({0} x M) et 
A+ = ^>({1} X R) (cf [Figure 2T\i . Appelons B la bande ^>([0, 1] x M). Par 
connexite, le ferme F = Adh{Bii{y)) est inclus dans la bande B. On a done 
montre: 

AfBrmation 7.16 II existe une partie B du plan, telle que 

• B contient Ad]i{B(i{y)) , et est disjointe de 0'_ et 0'_^_; 

• il existe un honieoniorphisme $ qui envoie [0, 1] x M sur B ; 

• le hord A~ = <&({0} x R) est inclus dans 0~ ; 

• le hord A+ = $({1} x E) est inclus dans 0+. 

On considere la compactification en bouts B = B U {N, S}, oil N et S sont 
choisis comme sur la Figure 21 Grace a la premiere propriete de I'affirmation, 
I'intersection B DT est compacte et non vide, et B separe les deux bouts de 
r. On en deduit facilement que la topologie de la compactification Nord-Sud 
associee a F sur I'ensemble Adh(i?rf(y)) = Adh(i?^(y)) U {A^, 5} coincide avec 
la topologie induite par la topologie de B . Mais comme les ensembles 0„ , 0+ , 
0'_ et O'j^ ne dependent que du choix de [F] , tout ceci est encore vraie pour 
une geodesique infinie F' definissant les memes bouts que F. En particulier, la 
topologie de la compactification Nord-Sud sur Ad]i{Bd.{y)) ne depend que de 
[F]. □ 



"On compactifie R de maniere usuelle en M = { — cxo} U M U {+00} ; on pcut alors 
construirc B comme le quotient dc I'espace [0, 1] x M par la relation d'cquivalence qui 
identifie les points de [0, 1] x {+00} cntre eux (cc qui donne le point N), et les points 
de [0, 1] X {—00} entre eux (ee qui donne le point S). 
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o'_ s o\ 

Figure 21: La compactification ne depend que de [F] 



Topologie sur U {N, S} 

Remarquons que si Bd'{y') est une boule qui contient Bd{y), alors la topologie 
de la compactification Nord-Sud sur Adh(i3(i/ (?/')) induit celle sur Adh(i3(i(y)) . 

On pent maintenant definir une topologie sur = U {A^, 5} , en decidant 
qu'une partie O de est ouverte si et seulement si, pour toute boule B^iy) 
separant les deux bouts de F, I'ensemble On Adh(i?rf(y)) est une partie ouverte 
de Adh.{Bd{y)) ■ Cette topologie sera appelee topologie associee d F. II est clair 
que, la encore, cette topologie ne depend que du choix de [F] . 

La droite topologique orientee /i(F) est une droite geodesique, et elle definit les 
memes bouts que F (puisque la distance de translation entre un point et son 
image par h vaut 1). On en deduit que I'homeomorphisme h s'etend en un 
homeomorphisme de qui fixe N et S . On notera encore h cette extension. 

Remarque 7.17 Soit F une partie fermee du plan telle que -F fl F est com- 
pacte; la compactification Nord-Sud F associee a F coincide-t-elle avec la 
topologie induite par la topologie de associee a F? En general, la reponse 
est negative; cependant, les deux topologies coincident effectivement dans le 
cas des /i-boules, done aussi si F est borne pour la distance dh] en fait, cette 
topologie n'aura d'interet que pour de tels ensembles. Le cas des bords de 
composantes de Reeb associees a F nous interessera tout particulierement. 
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7.3 Partition dynamique du plan 

Comme avant, on se donne une droite geodesique F, et on note On(X) et Os(r) 
les deux composantes connexes du complementaire. 

CoroUaire 7.18 Pour tout point x du plan, de deux choses Vune: 

(1) ou Men il existe un entier uq tel que pour tout n > uq, G 07v(r); 

(2) ou bien il existe un entier uq tel que pour tout n> hq, G Os(r)- 

De plus, cette alternative ne depend que de [T] : si [V] = [T] , alors on a 
I'equivalence 

3no,Vn > no,h''{x) G 0^(r) ^ 3n'Q,yn > n^,/i"(x) G On{T'). 

Preuve Soit y un point du plan, et d un entier positif tel que la /i-boule 
Bd{y) separe les deux bouts de F. L'espace Adh(Sd(y)) est compact, et tons 
les points de A.dh.{Bd{y)) sont errants pour h. On en deduit facilement que 
I'orbite positive de tout point de Adh.{Bd{y)) doit tendre vers N on S (voir par 
exemple (221, preuve du corollaire 9.8). Puisque ceci est vrai pour toute /i-boule 
separant les deux bouts de F, I'orbite positive de tout point x du plan tend 
vers ou 5 dans M^. Puisque les ensembles OAr(F)U{A^} et 05'(F)U{5} sont 
respectivement des voisinages de A et S, on a bien la dichotomie annoncee. 
Comme la topologie sur ne depend que de [F] , I'alternative ne depend elle 
aussi que de [F] . □ 

On dira que le point x va vers le Nord dans le premier cas, va vers le Sud dans 
le second (et on utilisera de meme les expressions venir du Nord et venir du 
Sud). On definit les ensembles 

Wn^{M.'^) = {a; G : lim /i"(j;) = N] 
W^Ar(M^) = G : lim ^"(x) = N] 

^ n— >+oo ' 

et, de maniere similaire, les ensembles VFs'^(M^) et W^si^'^)'-, puis on pose 

On notera egalement Wj\f^{F) I'ensemble Wn^{M.'^) HF, etc.. 

On a ainsi associe a toute classe d'equivalence de droites geodesiques une par- 
tition dynamique du plan, 

= Ws^s U Ws^N U Wn^s U Wn^n- 
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Remarque 7.19 Si I'on part non plus d'une droite geodesique mais simple- 
ment d'une suite geodesique infinie (xk) , on peut recuperer les constructions des 
Sections 17.21 et TT^ En effet, on commence par se donner une droite geodesique 
r dont la suite des sommets definit les memes bouts que (x^) f Remarque 17. 
on construit les topologies associees a F, et on remarque que ces topologies ne 
dependent pas du choix de F (d'apres P Affirmation 17. . Nous parlerons done 
dans ce qui suit de la compactification Nord-Sud associee a une suite geodesique 
infinie (x^) . 



7.4 Sens de circulation dans les bords de composantes de Reeb 

La preuve de la proposition suivante occupera la Section]^ L'idee intuitive est 
que les bords de composantes de Reeb minimales sont trop etroits pour que 
la circulation puisse se faire dans les deux sens. Notons que I'enonce est faux 
pour les composantes de Reeb non minimales, comme le montre I'exemple de 
la Figure "Slide I'AppendicelHl 



Proposition 7.20 Soit {xj.)]^^i une suite geodesique infinie, et soit F un 
bord de composante de Reeb associee a (xk) ■ Soit F la compactification Nord- 
Sud de F associee a (xk)- Alors: 

• Fun des deux ensembles Ws^NiF) et Wiy^s{F) est vide; 

• Pautre est un ouvert dense de F , et il est connexe; 

• les ensembles Wjy^iyiF) et Ws^s{F) sont fermes. 

On dira que F est de type dynamique Sud-Nord si Ws^n{F) 7^ 0, et que F est 
de type dynamique Nord-Sud si Wn^s{F) / D'apres la ProDosition l7.201 F 
est d'un et d'un seul des deux types, et F est de type Sud-Nord si et seulement 
si il existe un ouvert (non vide) de points de F dans W^n{F). 



8 Fleches verticales 



Le resultat principal de cette section est que deux bords de composantes de Reeb 
"adjacents" ont le meme type dynamique (defini precisement a la Sectional): 
le "sens de circulation" , du Nord vers le Sud ou bien du Sud vers le Nord, est 
le meme. Ceci permet d'associer un mot infini a toute suite geodesique infinie, 
en inserant, dans le mot horizontal, une fleche t aux endroits correspondant a 
des bords de type Sud-Nord et une fleche | pour les bords de type Nord-Sud. 
Nous utilisons ici tons les resultats de la section precedente. 
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8.1 Enonce precis du Theoreme iDl 



Theoreme D-bis Soit {x}S)^^i une suite geodesique inRnie et {{Fk,Gk))k& 
la suite des composantes de Reeb associee. Alors pour tout entier k, Gk et 
ont le meme type dynamique. 

Supposons de plus que (xk) est la suite des sommets d'une droite geodesique 
r. Alors, 

• si I'unique lettre du mot M«_^(xfc_i, x^+i) est —> , alors Gk et Fk+i sont 
de type dynamique Sud-Nord si et seulement si le point xj. va vers le 
Nord; 

• si cette lettre est ^ , alors G^ et F^+i sont de type dynamique Sud-Nord 
si et seulement si le point Xk vient du Sud. 

On a bien sur un enonce analogue pour x^+i (obtenu a partir du Theoreme ID-bisI 
en inversant I'orientation de F): 

• si M^{xk, Xk+2) = (■*—)! alors Gk et Fk+i sont de type dynamique Sud- 
Nord si et seulement si le point Xk+i va vers le Nord; 

• si M^{xk, Xk+2) = (— ^)) alors Gk et Fk+i sont de type dynamique Sud- 
Nord si et seulement si le point Xk+i vient du Sud. Le theoreme est 



illustre par la Figure 22 



M{{xk)) = 




Ow(r) 



OsiT) 



Figure 22: Fleches verticales et dynamique des sommets d'une droite geodesique 

Notamment, I'enonce implique que, etant donnees les fleches horizontales as- 
sociees a la droite geodesique F, les dynamiques de deux sommets consecutifs 
sont etroitement reliees. 
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8.2 Definition des fieches verticales 

Definition 8.1 Le mot vertical associe a (xfc) est la suite (Mj^)^^^ d'elements 
de I'alphabet {T, i} definie par 

^Ik ~ ^ ^ Gk et -Ffc+i sont de type dynamique Sud-Nord 
^Ik ~ ^ ^ Gk et Fk+i sont de type dynamique Nord-Sud. 

On obtient ainsi un invariant de conjugaison, associe a la donnee de h et d'une 
classe d'equivalence de suites geodesiques infinies. Get invariant complete le 
mot horizontal defini a la Section 13.31 la definition suivante regroupe fieches 
horizontales et verticales dans un meme mot. 

Definition 8.2 On associe a toute suite geodesique infinie (xfc) le mot M{{xf:)) 
obtenu en intercalant les lettres des mots horizontal et vertical, 

M{{xk)) := (...,Mj^_^,M^fc,Mj^,M„fc+i,Mi^^^,...). 
Notons que le mot M((xfc)) determine le type dynamique de chacun des points 

Ce mot n'intervient pas dans la suite du texte. Mentionnons cependant une 
propriete de ce mot, qui fournit egalement une interpretation des fieches qui le 
composent, et justifie ainsi le choix de ces symboles. En utilisant les techniques 
de decompositions en briques (voir [^, ^^), on montrera dans Particle les 
resultats suivants. Pour toute composante de Reeb {Fk,Gk) associee a (xk), il 
existe une droite de Brouwer A,fc qui separe les deux bords et Gk ■ De plus, 
I'indice partiel de h entre et A; (au sens de (5^1) est entierement determine 
par le mot M{(xk))- Plus precisement, cet indice est egal au "nombre de tours 
qu'effectue la fleche" dans le mot 

{M^k,Mi^,...,Mi^_^,M^i). 
Par exemple, le mot (— ^, !> !> ^) correspond a un indice egal a —1/2. 

8.3 Preuve dans le cas simple (mot attractif ou repulsif) 
Notations 

Soit (xk) une suite geodesique infinie. D'apres la Sectional 

- on pent choisir une droite geodesique T dont la suite des sommets definit les 
memes bouts que {xk) (Remarque 17. 6|) : 
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- la suite de composantes associee a T est la meme que celle associee a (x^) 
(Proposition I7.7jl ; 

- la definition des types dynamiques de et -Ffc+i ne depend pas du choix de 
cette courbe geodesique T. 

Par consequent, on pent supposer dans toute la preuve du Theoreme ID-bisI 
que (xfc) est la suite des sommets d'une droite geodesique T. Comme avant, 
on notera OnO^) et Os{r) les composantes connexes gauches et droites du 
complementaire de P. Afin d'alleger les notations, on supposera (sans perte de 
generalite) que A; = , et on notera G = Gq et F = Fi. On note 

P = • • • >|< * * * ■ • • 

la decomposition de P. En appliquant le Lemme [4.8l sur le franchissement des 
composantes de Reeb, et le Lemme f7.9l sur la compatibilite des composantes de 
Reeb, on voit que Pfl (GUF) est non vide et inclus dans I'interieur de Pare 70. 
On se place ici dans les cas "attractif" ou "repulsif", ie on suppose que le mot 

M^^{x-i, X2) vaut (^^) ou (< >). De plus, il suffit de faire la preuve quand 

M^(rc_i,X2) = (— I'autre cas s'en deduisant en appliquant le resultat a 

Demonstration 

Le fait que P soit geodesique va entrainer la propriete-cle suivante. 
Affirmation 8.3 Pom tout n>l, /i"(7o) n P = 0. 

Preuve Soit n > 1. On doit montrer que pour tout entier k, /i"'(7o) D'jk = ^■ 

• Pour A; = 0, ceci vient de la liberte de 70 fCorollaire 12. 8|) . 

• Pour k = 1 ou k = —1, ceci vient de I'hypothese M«_»(x_i, 3:2) = 
(— et de la definition des fleches horizontales (Affirmation I.S.IOI et 
Definition rmi . 

• Pour \k\ > 1, ceci provient de la geodesicite de P (cf premier point du 
Lemme HTHl sur les iteres d'un arc geodesique). □ 

Soit Do un disque topologique ferme libre, verifiant P R = 70 et Int(7o) C 
Int(Do) • On obtient facilement un tel disque en epaississant 70 (a I'aide du 
theoreme de Schoenflies) . On pent alors renforcer I'affirmation precedente: 

Affirmation 8.4 Sous les hypotheses ci-dessus, /i"(Z)o) n P = pour tout 
n > 1. 
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Preuve On pourrait faire la demonstration en recopiant la preuve de I'affirm- 
ation precedente, en utilisant une version adaptee du lemme de Franks. Voici 
una autre possibilite, qui consiste a "perturber" F. On raisonne par I'absurde. 
Supposons que n est un entier strictement positif tel que /i"(Z)o) rencontre F, 
et soit y £ Dq fl /i^"(F). Soit 7q un arc inclus dans Dq, de memes extremites 
que 7o , et passant par y . On obtient une nouvelle droite geodesique F' a partir 
de F en remplagant 70 par 7q . Puisque Dq est libre, il est disjoint de tons ses 
iteres, et h'^{y) n'est pas sur 70; par consequent y € 7Qn/i~"(F'). D'autre part, 
la nouvelle droite geodesique definit clairement les memes bouts que I'ancienne; 
par consequent, leurs mots horizontaux coincident (Proposition !?.?) ), et on pent 
appliquer 1' Affirmation 18.31 a F'. Ceci contredit le fait que y G 7Qn/i~"(F') . □ 

Preuve du Theoreme ID-bisI dans le cas simple, fin On reprend le dis- 
que Dq introduit ci-dessus. Soit x un point quelconque de Dq n G (qui n'est 
pas vide puisque G rencontre 70). Supposons que x soit dans W^^iG): il 
existe un entier no tel que pour tout n > hq, h^{x) est dans I'ouvert OAr(F) 
a gauche de F. Alors 1' Affirmation implique que pour tout n > no, le 
disque /i"(L'o) est entierement inclus dans I'ouvert Ojv(F); en particulier, tons 
les points de Do vont vers le Nord. Les ensembles Gnlnt(Do) et Fnlnt(Do) 
sont des ouverts non vides de W^n{G) et W^n{F) respectivement. D'apres 
la Proposition I7.2UI et la definition des types dynamiques, G et F sont tons 
les deux de type dynamique Sud-Nord. De plus, les points xq et xi vont vers 
le Nord. Si x est dans W^siG), on montre de maniere symetrique que G et 
F sont de type dynamique Nord-Sud, et que xq et xi vont vers le Sud. Ceci 
termine la preuve du theoreme dans les cas "attractif" et "repulsif " . □ 

Affirmation 8.5 (Complement au cas attractif) On suppose que le mot est 

attractif, c'est-a-dire que 

M^{X-i,X2) = (^H- 

Dans ce cas, si /i(7o) est inclus dans Os'(F), aiors /i"'(7o) est encore inclus dans 
Os'(F) pour tout n > 2. En particulier, on a les equivalences 

/i(7o) C 05(F) 44> Xk et Xk+i vont vers le Sud 

44> Gk et Fk+i sont de type dynamique Nord-Sud 

Preuve On suppose que /i(7o) est inclus dans Os(r)- L'arc 70 est libre, mais 

70 U 71 ne I'est pas, et la fleche M^{xq, X2) =^ indique que c'est I'image de 

71 qui rencontre 70. II existe done un point x sur 71 tel que [xoa;[r soit libre. 
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mais [xox]r ne le soit pas: le point h{x) est done sur 79. On considere Pare 
a = [h{x)x]r ■ Le point-cle, prouve plus bas, consiste a voir que 

Vn>2, /i"(a) nr = 0. 

En effet, on en deduit que 1' ensemble 

U ^"(") 

n>2 

est disjoint de F, or il est connexe et il rencontre /i(7o) , c'est done qu'il est inclus 
dans 05(7); mais pour tout n>2, /i"'(7o) rencontre a son tour cet ensemble, 
et est disjoint de F d'apres I'Affirmation 18.31 c'est done que /i"(7o) C 05(F). 

Montrons le point-cle. Soit y un point de a. Si y est dans [h{x)xi]^, alors 
h"'{y) appartient a /i"(7o), et P Affirmation 18.31 dit que ^ F pour tout 

n > I. Si y = X , on eonelut de meme, puisque h{x) E 70 . II reste le eas ou y 
est dans ]xi2;[r. Dans ee eas, Tare [xo2/]r est libre: par suite, on obtient une 
nouvelle decomposition de F en posant 

xi' = y, 70' = [soxi'lr, 71' = [xi'x2]r, 

7/ = 7j Vi 7^ 0, 1 et Xi = Xi Vi 7^ 1. 

On applique alors 1' Affirmation 18.31 a cette nouvelle decomposition. Ceci donne 
notamment, pour tout n > 1, /i"(xo') F, comme voulu. □ 

8.4 Preuve dans le cas difficile (mot indifferent) 

On se place maintenant dans le cas "indifferent", ou le mot M^{x-i,X2) vaut 
(— ou (<—<—) . On reprend les notations du eas simple. Quitte a remplacer 
h par on pent supposer que M^(x_i,X2) = (^— >). On note 0_(G) et 
0_(_(G) les ensembles complementaires de G (Definition I7.1U() : rappelons que 
ces ensembles sont invariants fLemme l7.11() . On note p le premier point et d le 
dernier point sur G quand on parcourt la droite orientee F de (—00) vers (+00) 
(cf [Figure 23| ). Les points p et d sont situes entre xq et xi sur F (d'apres le 
Lemme ITHl et I'inegalite triangulaire) . Les demi-droites ] — oo,p[r et ]d, +oo[r 
sont incluses respeetivement dans les ouverts 0_(G) et 0+(G). 

Nous allons prouver successivement les resultats suivants. 

AfRrmation 8.6 Pour tout n > 1, 
. /i"([xop]r)nF = 0; 
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On{T) 



p 




d 1 \ 




Xq 




1 Xl 1 





Os{T) 

G 

0-{G) o^{G) 
Figure 23: Disposition dc Pimage dc 70 (cas indifferent) 

• /i-"([(ixi]r) nr = 0. 

Affirmation 8.7 Soit n>l. On a Vequivalence suivante: 

h^{[xop]r) C Os{T) ^ /i-"([dxi]r) C On{T). 

CoroUaire 8.8 On a les equivalences: 

Xq va vers le Sud <^ xi vient du Nord 

^ p£ W-.s{G) 

^ d£WN-.{G). 

Affirmation 8.9 

(1) Si Xl vient du Nord, alors G est de type dynamique Nord-Sud; 

(2) Si Xq va vers le Sud, alors F est de type dynamique Nord-Sud. 

Preuve de I'Affirmation 1^.61 Soit n > 1, et montrons le premier point. 
Comme dans la preuve de I'AfRrmation 18.31 on doit montrer que pour tout 
entier k, /i'"([xop]r) H 7^ = (cf [Figure 23| ). Comme avant, ceci est vrai pour 
A; = (liberte) et pour jA;| > 1 (geodesicite) . Pour k = —1, ceci suit du fait 
que M^{x-i,xi) = (— >). II reste a voir que /i"([xop]r) H 71 =0. Ceci vient 
du fait que Tare [xop]r est inclus dans I'ensemble ferme invariant 0-{G) U G, 
tandis que Pare 71 = [xiX2]r est inclus dans 0+(G). 

Le deuxieme point de I'affirmation se demontre de fagon symetrique. □ 
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Preuve de I'AfRrmation 18.71 Afin de simplifier les notations, on ecrit seule- 
ment la preuve pour n = 1; la preuve pour n > 1 etant identique. D'apres 
r Affirmation 18 . 6l il suffit de montrer que h{p) est a droite de T (ie dans Os{T)) 
si et seulement si h~^{d) est a gauche de F (ie dans Of<i{T)). Soit V la droite 
topologique orientee image de F par h. Comme h preserve I'orientation, le 
point h~^{d) est a gauche de F si et seulement si le point d est a gauche de F'. 
II s'agit done de montrer que le point B = h{p) est d droite de F si et seule- 
ment si le point A = d est d gauche de F'. Ceci va resulter de considerations 
de topologie plane. On note (cf [Figure 24 ): 



r'- 



-oo,A]r, 
-oo,B]r', 



F+ = [A+oo[r, 



[5,+oo[r' 



Puisque F est une droite topologique, d'apres le theoreme de Schoenflies, on 
pent supposer que c'est une droite euclidienne horizontale orientee de la gauche 



vers la droite, comme sur la Figure 24 



\h{d) 



T- 



ON{r) 





— ^ 


(/\d = A \ 










l\ ^ 





h{p) = B 



Os{T) 



Figure 24: Disposition dc la droite gcodcsique F ct dc son image F' 



Montrons d'abord les proprietes suivantes. 

(1) F+nF'+/0; 

(2) F-nF'~/0; 

(3) F-nF'+ = 0; 

(4) F+nF'"=0. 

Les deux premieres proprietes viennent du fait que F est une droite geodesique 
(deuxieme point du Lemme f3.8() . Pour la troisieme, on pent meme montrer que 
les demi-droites ]— oo,j;i]r et /i([xo, +oo[r) sont disjointes, en utilisant encore 
le caractere geodesique (premier point du meme lemme), ainsi que I'hypothese 
M<^(x_i,X2) = (— et la definition des fleches. Enfin, la derniere propriete 
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provient simplement des inclusions r+ C 0+(G)U{(i} et T' C 0_(G)U{/i(p)} 
(rappelons que h{p) ^ d, puisque p et d appartiennent a un meme arc libre). 

Supposons maintenant que B est a droite deT , et montrons que A est d gauche 
de r'. Remarquons tout d'abord que A n'est pas sur T' (d'apres les deux 
dernieres proprietes). Soit ]C-D[r' la composante connexe de F' \ F contenant 
-B , ou C et D sont choisis de fagon a ce que C soit situe avant D sur la droite 
topologique orientee V ; I'existence de ces deux points vient des deux premieres 
proprietes ci-dessus (cf [Figure 25 ). D'apres les deux dernieres proprietes, le 



point C est sur F~ n F'~ , et le point D sur F"*" n F'^ (et par consequent C 
est egalement situe avant D sur F). Par definition, Tare ouvert ]C-D[r' est 
disjoint de F, et la courbe [CZ)]r' U [C-D]r est une courbe de Jordan (ie elle 
est homeomorphe au cercle). Soit U le disque topologique ouvert borde cette 
courbe. Remarquons que puisque la droite F est disjointe de ]C-D[r', elle est 
aussi disjointe de I'ouvert U . D'apres le theoreme de Schoenflies, sachant que 



B est a droite de F, la situation est homeomorphe au dessin de la Figure 25 
on pent supposer que U est un demi-disque euclidien, et U est situe a gauche 
de I'arc oriente [C-Djr' et a droite de Pare oriente [CD]r- 




r'+ 



Figure 25: Si i? est a droite de F. 



Sur cette figure, choisissons un point A' dans U , suffisamment proche de A 
pour que le segment euclidien [AA'] soit disjoint de F'. De meme, on choisit 
un point B' dans U , suffisamment proche de B pour que le segment euclidien 
]BB'] soit disjoint de F'. Puisque B' est a gauche de F', pour que le point A 
soit situe a gauche de F' il suffit qu'il existe un arc reliant A' a B' en evitant 
F'. Nous allons trouver un tel arc dans U . 

Supposons que cet arc n'existe pas. Alors I'ensemble T' nU , qui est une partie 
fermee de U , separe A' et B' dans U . L'ouvert U etant homeomorphe au plan, 
on pent appliquer le Theoreme I A. 51 de I'appendice: il existe une composante 
connexe de V OU qui separe encore A' et B' . Cette composante connexe est 
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un intervalle de r'~ ou bien de T' ; elle est disjointe de [CD]y'i. Puisqu'elle 
separe A' et B' dans U , et ne rencontre ni [AA'] ni [BB'] , son adherence doit 
rencontrer chacun des deux arcs [CA]r et [^Djr- Ceci contredit I'une des deux 
proprietes 3 et 4. 

Nous avons done montre que si B est a droite de T, alors A est a gauche de 
r'. On montre de meme que si B est a gauche de T, alors A est a droite de 
r'. Ce qui conclut. □ 

Freuve du CoroUaire EH Si xq va vers le Sud, alors il existe un entier no 
tel que pour tout n > no, h^{xo) G Os(r). Mais alors d'apres rAffirmation l8.61 
pour n > no , on a /i"'([xop]r) C Os(r) , et en particulier le point p va aussi vers 
le Sud. Et d'apres 1' Affirmation 18.71 toujours pour n > no, on a /i~"([(i2;i]r) C 
On{T), par consequent les points d et xi viennent du Nord. □ 

Preuve de I'AfRrmation 18.91 Pour prouver cette affirmation, nous commen- 
Qons par remplacer F par une autre droite geodesique T' , qui definira les memes 
bouts que F. Par consequent, G sera encore un bord de composante de Reeb 
associee a F' f Proposition 17.7)) . et on pourra appliquer le Corollaire 18.81 a cette 
nouvelle situation. 

Puisque les ensembles W^^NiG) et Ws^s{G) sont fermes f Proposition 17.20]) 
et disjoints, il existe un voisinage V du point d qui ne rencontre pas simul- 
tanement ces deux ensembles. 

En epaississant legerement Tare [(ixi]r (a I'aide du theoreme de Schoenffies), 
on choisit maintenant un disque topologique ferme D tel que (cf li'lgure 26l ) 

• T D est un sous-arc de F dont xi est une extremite; 

• de lnt{D) ; 

• DnGcV; 

• D est libre. 

Rappelons que I'ensemble G est inclus dans I'adherence de Bi{x^i) (par defi- 
nition). Par construction, D contient done des points a /i-distance 1 de x-i, 
autrement dit il existe un arc libre 7' joignant x_i a un point de D; et on 
peut supposer, quitte a raccourcir cet arc, que 7' n D contient un unique point 
qu'on appelle Xq. Remarquons que 7' est disjoint de [xi,-|-oo[r, car (x^) est 
une suite geodesique. On pose x[ = xi , et on choisit un arc 70 joignant x'q 
a x[ dans D (cet arc est done libre, et ne rencontre 7' qu'au point Xq). On 
appelle x'_i le dernier point d'intersection de 7' avec ] — oo,x„i]r lorsqu'on 
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Figure 26: Construction de la geodesique T' (I) 



parcourt 7' depuis x_i vers Xq. Remarquons encore que ce point est situe sur 
]x^2,x^i]r , toujours a cause du caractere geodesique de (xfc). On pose alors 
(cf li^'igure 27| ) 

7-2 = [x~2xLi]t, 7-1 = W~iXo]y 

r' = ]-oo,x'_2]r U7^2 U 7^,1 U 7o U [xi,+oo[r. 

Remarquons que par definition du point point est I'unique point d'in- 

tersection des arcs 7^2 ■ 




r' 



I'-i 

G 

Figure 27: Construction de la geodesique V (II) 

Dans cette situation, la droite T' , munie de la decomposition 

r' = • • • * 7-3 * 7^2 * 7-1 * 7o * 7i * • ■ ■ 

est une droite geodesique, qui definit les memes bouts que T . En effet, on verifie 
que la courbe est sans point double par construction; le fait qu'il s'agit bien 
d'une droite geodesique, et qu'elle definit les memes bouts que F, est immediat. 

En appliquant le Lemme 14.81 sur le franchissement des composantes de Reeb, 
on voit que F' PI G C 7o , done T'CiGcDnGcV. Comme pour F , on definit 
les points p' et d' comme etant les premier et dernier points sur G lorsqu'on 
parcourt F' de (—00) vers (+00). Ces deux points sont dans V. 
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On suppose maintenant que le point xi = x'l vient du Nord. On applique alors 
le Corollaire 18.81 a la droite geodesique T' ; on obtient que le point p' est dans 
W^siG) et le point d' dans Wn^{G). Le choix de V empeche alors qu'on ait 
simultanement p' S Ws^s{G) et d' G Wj\[^j\[{G) . On en conclut que I'un des 
deux points au moins est dans W]\f^siG) ■ Ceci prouve que le type dynamique 
de G est Nord-Sud. 

La deuxieme partie de P Affirmation 18 . 9) pr ovient d'une construction entierement 
symetrique.^^ □ 

Preuve du Theoreme ID-bisI dans le cas difficile, fin Le point xq va vers 
le Sud ou vers le Nord fCorollaire l7.18() . On suppose par exemple qu'il va vers 
le Sud, I'autre cas se traitant de maniere identique en inversant les roles des 
points N et S . Dans ce cas, d'apres le Corollaire 18.81 le point xi vient du 
Nord. D'apres TAffirmation 18.91 F et G sont tons deux de type dynamique 
Nord-Sud. Ceci acheve la preuve du theoreme. □ 



9 Dynamique dans les continus minimaux 

Dans cette section, nous prouvons la Proposition 17. 2U1 Les Sections \9.!!A et \Um 
sont independantes du reste du texte. Rappelons qu'un continu est un espace 
topologique (metrisable) compact et connexe. 

Le resultat principal de cette section dit qu'un bord F de composante de Reeb 
(associe a une suite geodesique infinie (x^)) contient soit des points qui vont 
du Nord au Sud, soit des points qui vont du Sud au Nord, mais pas les deux 
a la fois. Cette propriete est avant tout la consequence de la minimalite de F 
(en tant qu'ensemble ferme, connexe, separant les deux bouts de (x^)). Ceci 
va nous entrainer dans des considerations de dynamique topologique abstraite, 
oil les seuls souvenirs de la dynamique plane seront deux proprietes techniques, 
consequences du lemme de Franks, et prouvees dans la Section PTTl De ce point 
de vue, cette partie apparait comme etant le prolongement de Particle pij : 
dans un contexte plus general (qui correspond aux trois premieres proprietes de 

^^Plus precisement, on considere I'homeomorphisme h' ~ h^^ , ct la droite geodesique 
r' obtenue a partir de la droite topologique F en renversant I'orientation et en choi- 
sissant la decomposition dont la suite des sommets est {x'f. := xi-k) ■ On a alors 
Ml!^{x'_i,X2) = (^^), tandis que les roles de xq et de xi sont inverses, ainsi que 
ceux de TV et de S", et ceux de -F et de G. En appliquant le point 1 de I'affirmation a 
cette situation symetrique, on obtient alors le point 2. 
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I'hypothese (H) ci-dessous, augmentees d'une hypothese de connexite locale qui 
n'etait pas essentielle) , on montrait I'existence d'au moins un point dont I'orbite 
traverse F du Nord au Sud ou du Sud au Nord. L'hypotliese de minimalite 
et les "souvenirs du plan" que nous ajoutons ici permettent done de renforcer 
serieusement les resultats preliminaires de (21], resultats que nous reutilisons 
ici (sous la forme du Lemme 1^3)) . Je dois a Patrice Le Calvez I'idee d'utiliser 
des compacts minimaux dans le contexte de Particle |24| . 

9.1 Preliminaires: deux consequences du lemme de Franks 

Rappelons que la limite superieure d'une suite de parties d'un espace topolog- 
ique X est I'ensemble des points de X dont tout voisinage rencontre une infinite 
d'elements de la suite. Nous aurons egalement besoin du concept suivant, qui 
est une bonne alternative a la notion de composantes connexes par arcs dans 
les espaces oii celles-ci sont trop petites pour etre utiles (par exemple, quand 
elles sont reduites a des points). 

Definition 9.1 Soit X un espace topologique. On definit une relation d'equi- 
valence sur X , en decidant que deux points sont equivalents si ils appartiennent 
a une meme partie compacte et connexe de X. On appellera composantes 
compactement connexes les classes d'equivalence pour cette relation. 

Ces definitions sont utilisees par W. Daw dans Particle [Zj. Elles apparais- 
sent deja dans le livre de K. Kuratowski, [^Hl (paragraphe 42, VIII; les com- 
posantes compactement connexes y sont appelees des constituants.) Dans les 
bons espaces, les composantes compactement connexes sont "assez grandes", 
elles "vont a Pinfini" (voir I'appendice, Corollaire IA.2|) . Notons aussi qu'une 
composante compactement connexe n'est pas necessairement fermee. 

On considere un homeomorphisme de Brouwer h. Nous demontrons les deux 
enonces suivants. 

Lemme 9.2 Si C est une partie compacte du plan, alors la limite superieure 
de la suite (/i"(C))„>o ne contient pas C . 

Lemme 9.3 Si E est une partie compactement connexe du plan, libre par h, 
et si E A.dh.{h{E)), alors la limite superieure de la suite (/i"(Adh(£^))).„>o 
ne contient pas E . 
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Preuve du Lemme 19.21 Pour donner I'idee de la preuve, commengons par 
le cas simple ou C est un disque topologique ferme. On peut alors ecrire 
C comme la reunion d'un nombre fini de disques topologiques fermes Di, li- 
bres, d'interieurs deux a deux disjoints. On salt que la suite {h^{C)) con- 
verge (Lemme I5.1() . Si C etait inclus dans la limite de cette suite, alors 
pour tout disque Dj, il existerait un disque Dj et un entier rij > tel que 
/i"'(Int(Z)j)) rencontre Int(Z)j). Puisque les disques Di sont en nombre finis, 
on en deduirait I'existence d'une chaine de disques periodique, ce qu'interdit le 
lemme de Franks. 

Voici la preuve dans le cas general. Soit C verifiant les hypotheses du lemme. 
On considere un quadrillage d'un carre du plan contenant C (comme sur la 



Figure 28). Pour tout point x de C, on note D{x) la reunion des petits carres 
fermes contenant x: D[x) est un disque topologique ferme reunion de 1, 2 ou 4 
petits carres, et on peut choisir le quadrillage pour que tons les ensembles D{x) 
soient libres. Remarquons que x appartient a I'interieur de D{x) . D'autre part, 
si y est un point de C qui n'est pas dans D{x), alors les deux disques D{y) et 
D{x) sont d'interieurs disjoints. 




Dix) 



Figure 28: approximation de C par des carres libres 



On suppose que C est inclus dans la limite superieure Coo de (/i" (C))„>o, et on 
va construire par recurrence une chaine de disques (pour h~^). Soit xi un point 
quelconque de C. Puisque xi G Int(L'(xi)) n Coo, il existe un entier ni > 
et un point X2 de C tels que /i"^(x2) appartient a I'interieur de D{xi). En 
iterant la construction, on trouve une suite {xi)i>i de points de C et une suite 
d'entiers > telles que pour tout i > 1, /i"''(xi+i) appartient a I'interieur 
de D{xi) . Puisque le nombre de petits carres du quadrillage qui rencontrent 

^''Par rapport au cas simple, la complication vicnt du fait qu'on ne sait pas rccouvrir 
C facilcmcnt par des disques topologiques fermes d'interieurs deux a deux disjoints, et 
dont les interieurs rencontrent C. 
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C est fini, il existe un entier i > 1 tel que Xj+i appartient a I'un des disques 
D{xj) pour I < j < i. On appelle 12 le plus petit des tels entiers i, et ii < ^2 
un entier tel que Xjj+i appartient a D{xi^). On a 

• les disques D{xi), . . . ,D{xi^) sont d'interieurs deux a deux disjoints, 
grace au choix de i2 ; 

• pour 1 < « < ^2 — 1, I'interieur de rencontre I'interieur de 
D{xi) (puisque ^lni{D{xi))); 

• I'interieur de /i"*2 [D[xi-^)) rencontre I'interieur de D{xi^) (puisque D(xi^) 
contient Xjj+i et h'^^^^Xi^^i) G lnt{D{xi^))). 

Autrement dit, la suite {D{xi2), D{xi2-i), • • • 1 ^i^h)) ^st une chaine de disques 
periodique, ce qui contredit le lemme de Franks.^'' □ 

Preuve du Lemme 19.31 Soit E verifiant les hypotheses du lemme. Puisque 
E Adli(/i(£')) , il existe un disque topologique ferme libre disjoint de 
h{E) , dont I'interieur rencontre E (cf [Figure 29D . On raisonne par I'absurde, en 
supposant que la limite superieure E^o de la suite (/i"'(Adh(£^))).„>o contient E . 
En particulier, £^00 rencontre I'interieur de D\ , et il existe un entier n > 100 tel 
que /i" (E) rencontre I'interieur de Di . Puisque E est compactement connexe 
et rencontre Int(£'i) et /i~"(Int(Di)) , il existe une partie compacte et connexe 
C de E qui rencontre encore Int(Di) et h~^{lnt{Di)) . On a 

(1) C est libre (car E Test); 

(2) h{C) est disjoint de Di (car h{E) I'est). 

(3) h{lnt{Di)) rencontre h{C); 

(4) /i"-i(/i(C)) rencontre Int(L»i). 

Si (par miracle!) C est un disque topologique ferme, alors la suite {Di,h{C)) 
forme une chaine de disques periodique, contredisant le lemme de Franks 12 .71 
et la preuve est terminee. Dans le cas general, on remplace C par un disque 
D2 , de la faon suivante. On utilise les proprietes 3 et 4 ci-dessus pour trouver 
un point xi de I'interieur de Di tel que le point yi := h{xi) est dans h{C), et 
un point X2 de h{C) tel que le point y2 '■= h^~^{x2) est dans I'interieur de Di. 
Puisque h{C) est un compact connexe libre et disjoint de Di , il est inclus dans 
un ouvert connexe libre et disjoint de Di (par exemple un e~voisinage de C), 
et il suffit de choisir un disque topologique ferme D2 inclus dans cet ouvert, et 
contenant les points yi et X2 dans son interieur. La suite {Di,D2) forme alors 
une chaine de disques periodique, et on aboutit a la meme contradiction que 
dans le cas miraculeux. □ 

^^Ceci est le seul endroit du texte ou nous utilisons I'absence de chaine periodique 
de plus de deux elements. 
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Figure 29: Construction d'une chainc periodique a deux disques 
9.2 Hypotheses 

On se place maintenant dans un espace topologique abstrait F , et on considere 
un homeomorphisme h de F . On note (H) I'ensemble des hypotheses suivantes. 

(1) I'espace topologique F est compact, connexe, metrisable; 

(2) rhomeomorphisme h: F ^ F a exactement deux points fixes, notes N 
et 5 ; on pose alors F = F \ {N, S} ; 

(3) tous les points de I'ensemble F sont errants; 

(4) {propriete de minimalite) il n'existe pas de sous-ensemble strict L de F 
compact, connexe, et contenant et 5"; 

(5) {souvenirs du plan) 

(a) si C est une partie compacte de F , alors la limite superieure de la 
suite (/i"(C))„>o ne contient pas C; 

(b) si E est une partie compactement connexe de F , libre par h, et si 
E ^ Adh(/i(£^)), alors la limite superieure de (/i"(Adh(£')))„>o ne 
contient pas E. 

Affirmation 9.4 Soit {xk)k& une suite geodesique, et soit F un bord de 
composante de Reeb associee a (x^) ■ On munit Fensemble F = F U {N, S} de 
la topologie de la compactification Nord-Sud associee a [(x^)]. Alors Vespace 
F et rhomeomorphisme h prolonge a F verihent les hypotheses (H). 

Preuve On considere une droite geodesique F definissant les memes bouts que 
la suite (x^). Nous verifions successivement les differents points de I'hypothese 
(H). 
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(1) La compacite de F suit facilement de la Definition 17.121 Remarquons en 
particulier que F est un espace topologique separe. 

Puisque F est connexe, pour voir que F Test egalement, il suffit de 
montrer la densite du premier dans le second. Par I'absurde, si F n'est 
pas dense dans F, alors il existe un voisinage de ou de 5" dans F 
qui est disjoint de F; supposons qu'il s'agisse de A^. Par definition de la 
topologie sur F , ceci signifie que I'ensemble FnAdh(OAr(r)) est compact. 
Ceci contredit le fait que F separe les deux bouts de F fLemme |7.11|) . 
On pent verifier que I'espace F possede une base denombrable d'ouverts. 
On a vu qu'il est aussi compact (et notamment separe). On en deduit la 
metrisabilite a I'aide des theoreme generaux (voir par exemple le corollaire 
2.59 du chapitre 2 de [E]). 

(2) Les points 2. . . 

(3) . . . et 3 de I'hypothese (H) sont clairement verifies (I'errance vient du 
Corollaire 1^ . 

(4) Solent x et y deux sommets de T tels que F soit un bord d'une des com- 
posantes de Reeb minimales associees a {x,y). Soit L un sous-ensemble 
strict de F, compact, contenant et S*. D'apres le Lemme |4.6I sur 
la topologie des ensembles Fi{x,y), L ne separe pas les points x et y. 
Comme L est compact, les composantes connexes du complement aire de 
L dans le plan sont ouvertes, done connexes par arcs; il existe alors un arc 
7' reliant x a y et evitant L. On en deduit facilement I'existence d'une 
droite topologique T' , incluse dans P U 7', et disjointe de L. Comme P' 
separe les points A^ et dans M? U {A^, S} , I'ensemble L ne pent pas etre 
connexe. Ceci prouve le quatrieme point. 

(5) Ces deux proprietes correspondent aux Lemmes 19.21 et 1^31 □ 

Sous les hypotheses (H), on definit les ensembles Wn^{F) , etc. comme indique 
a la Section EHl Rappelons que I'errance des points implique que tout point va 
vers le Nord ou le Sud, et vient du Nord ou du Sud. 

9.3 Enonces 

Le resultat principal de cette section est une version abstraite de la Proposi- 
tion [T^^Ol jointe a 1' Affirmation 19. 4T cette version abstraite entrainera immedi- 
atement la Proposition I7.2()1 

Proposition [7T2ni-bis Sous les hypotheses (H), 
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• Vun des deux ensembles Ws^wiF) et Wn->s[F) est vide; 

• V autre est un ouvert connexe dense dans F; 

• les ensembles Wn^n{F) et Ws^s{F) sont fermes. 

Voici les enonces des lemmes de la demonstration. Les preuves se trouvent dans 
la section suivante. 

Lemme 9.5 On se place sous les hypotheses^\2[et\^de (H). Supposons que 
pour tous voisinages Vn de N et Vs de S , il existe un entier positif n tel que 
^"(Ks) rencontre Vjy . Alors I'ensemble Ws^n{F) est non vide. 

Lemme 9.6 Sous les hypotheses (H), toute composante compactement con- 
nexe de F est entierement incluse dans I'un des quatre ensembles W]y^s{F) , 
Ws^n{F), Wn^n{F), Ws^s{F). 

Lemme 9.7 On se place sous les hypotheses (H). Soit E une composante 
compactement connexe de F incluse dans Ws^n{F) . 

• Si E est invariante par h , alors E est dense dans F ; 

• dans le cas contraire, E est libre, et E est incluse dans Padherence de 
h{E) ou dans celle de h~^{E). De plus, I'union de tous les iteres de E 
est un ensemble connexe, dense dans F , et invariant par h. 

CoroUaire 9.8 Si I'ensemble Ws^n{F) n'est pas vide, il est dense dans F et 
connexe. 

9.4 Preuves 

On note IC{F) I'espace des parties compactes de F , muni de la metrique de 
Hausdorff. On rappelle que c'est un espace metrique compact. 

Preuve du Lemme 19.51 La preuve est essentiellement contenue dans la pr- 
euve de la Proposition 6 de Particle [2^. En voici une version abregee. L'hypo- 
these entraine qu'il existe une suite {xp)p>o d'elements de F convergeant vers 
S, et une suite d'entiers positifs (up) telle que la suite {h"-p{xp))p>o converge 
vers N. Soit 

Kp — {xp, h(^Xp^, . . . , h ^ (xp) }. 
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Quitte a extraire, on peut supposer que la suite (Kp) converge dans I'espace 
IC{F) . On note L sa limite. La fin de la preuve consiste a montrer que L con- 
tient une orbite allant de 5" a A^. Pour cela, on montre d'abord que I'ensemble 
L est invariant par h, et qu'il est localement fini, au sens ou toute partie com- 
pacte de F = F\{N, S} ne contient qu'un nombre fini de points de L (ceci vient 
de I'errance des points, propriete 3 de I'hypothese (H)). Soit d une distance sur 
F (propriete 1 de I'hypothese (H)). Puisque L est localement fini, il existe un 
reel positif r tel qu'aucun point de L n'est a distance r de A^. On appelle 
alors Va^ I'ensemble des points x de F verifiant d{N,x) <r, Vs I'ensemble de 
ceux verifiant d{N,x) > r. On pose maintenant Es-^n{L) = L CiVs Ci (Vn) 
et Ej\f^s{L) = L n Vn n h~^{Vs). Ce sont des ensembles finis. Le fait que 
L soit limite de morceaux d'orbites allant d'un point proche de a un point 
proche de N permet de montrer que la difi'erence entre le nombre d'elements de 
Es^NiL) et le nombre d'elements de EN^siL) vaut 1. D'autre part, un pe- 
tit argument combinatoire montre que cette difi'erence est egale a la difi'erence 
entre le nombre d'orbites de L dans Ws—,NiF) et le nombre d'orbites de L 
dans W]\f^s{P) ■ En particulier, L doit contenir au moins une orbite dans 
Ws^n{F) , ce que Ton voulait. □ 

Preuve du Lemme 19.61 On raisonne par I'absurde, en supposant qu'il existe 
une composante compactement connexe de F contenant deux points x et y 
ayant des destins dynamiques differents; pour fixer les idees, on suppose par 
exemple que x £ W-,]\f{F) et y € W^s{F)- Par definition des composantes 
compactement connexes, il existe un compact connexe C , inclus dans F, con- 
tenant X et y. Soit Coo une valeur d'adherence, dans I'espace ]C{F), de la 
suite (/i"(C)„>o). II s'agit d'un sous-ensemble compact et connexe de F, et 
puisque C contient le point x qui va vers le Nord et le point y qui va vers le 
Sud, I'ensemble Coo contient N et S . D'apres I'hypothese de minimalite (pro- 
priete |l]de I'hypothese (H)), on a alors Coo = F. En particulier Coo contient 
C, et a fortiori la limite superieure de la suite (/i"(C))„>o contient C. Ceci 
contredit le premier "souvenir du plan" (hypothese 13 (a) de (H)). □ 

Preuve du Lemme 19.71 Tout d'abord, il est clair que I'image par h d'une 
composante compactement connexe de F est encore une composante compacte- 
ment connexe de F; par consequent, chaque composante compactement con- 
nexe est soit invar iante, soit libre par h. 

Premier cas Soit E une composante compactement connexe de F incluse 
dans Ws~tN , que Ton suppose invariante par h. Comme E contient une orbite 
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allant de S* a A^, I'adherence de E dans F, qui est compacte et connexe, 
contient N et S . Par minimalite (propriete^, on a done Adh(£') = F. 

Deuxieme cas Soit E une composante compactement connexe de F in- 
cluse dans Ws^n, que Ton suppose libre par h. D'apres le Corollaire IA.2I 
de I'appendice, E "va a I'infini" , ie I'adherence de E contient I'un au moins des 
deux points N et S . On suppose dans un premier temps que Adh(ii^) contient 
le point S. Nous allons montrer que dans ce cas, E C Adh(/i(£')). Soit Eoo 
une valeur d'adherence, dans K.{F)-, de la suite des iteres positifs de Adh(£^): 
I'ensemble Eqo est compact et connexe. Comme le point S est dans Adh(ii^) , 
il appartient aussi a E^o- Comme E est incluse dans Ws^n-, I'ensemble E^ 
contient aussi le point N . Par minimalite (hypothese , on a alors E'oo = 
En particulier, E^o contient E. On conclut que E C Adh(/i(£^)) grace au 
deuxieme "souvenir du plan" (hypothese El (b) de (H)). 

On a done prouve que si 5 G Adh(£^), alors E C Adh(/i(£')). On en deduit 
d'abord que I'union des iteres de E est connexe. Ensuite, la suite (/i"(Adh(£'))) 
est une suite croissante d'elements de JC{F) , done eonvergente. Par minimalite, 
sa limite est F et par consequent, I'union des iteres de E est dense dans F . II 
est clair qu'il s'agit d'un ensemble invariant par h. 

II reste d traiter le cas oil Adh(£') contient le point N . En etudiant cette fois-ci 
les iteres de E par , on montre alors que E C Adh(/i~^(£')) , et on eonelut 
de maniere analogue. □ 

Preuve du Corollaire 19.81 Si I'ensemble Ws^NiF) n'est pas vide, d'apres 
le Lemme 19.61 il contient une composante compactement connexe E de F . Le 
Lemme f9 . 71 entr aine alors la densite de I'union E' des iteres de E , done celle de 
Ws^n{F) . Ce lemme montre aussi que E' est connexe; Ws^wiF) est connexe 
car il contient un ensemble connexe dense. □ 

Preuve de la Proposition [7I20I Montrons tout d'abord que I'un au moins 
des deux ensembles Ws-*NiF) et Wj\[-^siF) n'est pas vide}^ On raisonne 
par I'absurde: dans le cas contraire, les deux ensembles Ws^s{F) U {S} et 
Wm—>n{F) U {A^} torment une partition de F . Par connexite, il existe un 
point de I'un qui est dans I'adherence de I'autre. On en deduit que pour tout 

^**Cg raisonnement fournit une alternative a la demonstration de rarticle [22 , al- 
ternative qui permet de se passer du lemme de BirkhofF, et done de I'hypothese de 
connexite locale. 
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couple Vn, Vs de voisinages de et 5 respectivement, il existe un itere posi- 
tif de Vs qui rencontre V/v (en utilisant la continuite des iteres de h). Le 
Lemme 1^31 affirme alors que I'ensemble Ws~tN{F) n'est pas vide, ce que Ton 
voulait demontrer. 

Montrons maintenant que I'un au moins des deux ensembles Ws^Ni^^) 
Wn^s{F) ^st vide}^ Supposons que I'ensemble Ws^n{F) ne soit pas vide. 
Alors il est dense dans F fCorollaire l9.8() . D'autre part, puisque F = W^]\f{F)L) 
W^siF), on peut ecrire I'ensemble W^^iF) de la maniere suivante: 

W-,n{F) = {x e F : VVn voisinage de N, 3n > tel que /i"(x) £ Vn} 

On en deduit que I'ensemble Ws^n{F) est un Gs de F (Rappelons qu'un 
ensemble est un Gs s'il peut s'ecrire comme une intersection denombrable 
d'ouverts). De maniere symetrique, I'ensemble W]\f^s{F) est aussi un Gg de F 
qui est soit vide, soit dense dans F . Comme F est un espace metrique compact, 
il a la propriete de Baire: il ne peut pas contenir deux ensembles Gs denses 
disjoints. On en deduit que I'un des deux ensembles Ws^n{F) et Wn^s{F) 
est vide. 

On peut maintenant montrer que I'ensemble Wi\f—,N{F) est ferme: dans le cas 
contraire, il existerait un point x dans I'adherence de WN^NiF) qui viendrait 
du Sud ou qui irait vers le Sud; dans les deux cas, on montre que pour tous 
voisinages Vn et Vs de N et S respectivement, il existerait un itere positif de 
Vn rencontrant Vs et un itere positif de Vs rencontrant Vn ■ On peut alors ap- 
pliquer deux fois le Lemme 1^31 et voir qu'aucun des deux ensembles Ws->n{F) 
et Wn^s{F) n'est vide. Ceci contredirait ce qui precede. De meme, I'ensemble 
Ws^s{F) est ferme, ce qui prouve le troisieme point de la proposition. 

Puisque les quatre ensembles Wn~,n{F) , Ws^s{F), Ws_>Ar(F) et WN->siF) 
forment une partition de F, on en deduit que celui des ensembles Ws^n{F) 
et Wn^s{F) qui n'est pas vide est ouvert. Le Corollaire 19.81 montre qu'il est 
egalement dense et connexe. Ceci termine la preuve de la proposition. □ 
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Appendices 

A Topologie 

A.l Topologie generale 

Proposition A.l Soit X un espace topologique connexe, metrisable, qui est locale- 
mcnt connexe ou compact. Soit F une partie fermcc non vide de X , et A une com- 
posantc connexe de X \ F . Alors OA est non vide et inclus dans dF . En particulier, 
si F est connexe, AU F est connexe. 

Le cas localement connexe est trcs facile, la preuve est laissee au lecteur (par aillcurs, 
nous nc I'utilisons que dans le cas oii X est le plan M^). Le cas compact est plus 
difficile; la preuve necessite la notion d^e-chaine. En fait, nous ne I'utilisons que dans 
la preuve du corollaire suivant, sous une version faiblc: il nous suffit de savoir que dA 
rencontre OF. Sous cctte forme faiblc, Tcnoncc est classique (voir [201, chap. V, 42, 
III, theoreme 2). 
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Corollaire A. 2 On sc place clans un espace metrique X connexe et localement com- 
pact, mais non compact. Notons X = X U {00} le compactiHe d'Alexandroff de X , et 
supposons que X est metrisable. Alors pour toute composante compactement connexe 
E de X , Ic point 00 est dans I'adhcrence dans X de E . 

Preuve du Corollaire IA.2I Comme X est localement compact, I'espace X est com- 
pact. Soit X un point de X, et un voisinage ferme du point 00 ne contenant pas 
X. Soit Cx la composante connexe de x dans X \ V. D'apres la Proposition lA.ll 
I'adherence de Cx rencontre V . Or I'adherence de Cx est compacte et ne contient pas 
le point c» , elle est done incluse dans la composante compactement connexe de x dans 
X . Celle-ci rencontre done tout voisinage du point 00 , done son adherence contient le 
point 00 . □ 

A. 2 Topologie plane 

Voici unc version du lemmc dAlcxander (que Ton peut prouver avec un peu d'homo- 
logie): 

Theoreme A. 3 (Corollaire 2 du theoreme V.9.2 de [211) Solent Ui et U2 deux 
ouverts connexes du plan. Si Ui U U2 = , alors Ui n U2 est connexe. 

Ensuitc, un cnoncc dans la meme veine, plus fin: 

Theoreme A.4 (Theoreme V.14.2 de Si D est un ouvert connexe du plan, alors 

les composantes connexes de I'ouvert \ Adh(L') ont toutes des frontieres connexes. 

On en deduit immediatement: 

Theoreme A. 5 (Theoreme V.14.3 de PO]) Si x et y sont deux points du plan se- 
pares par unc partic fermce F , alors il existe une composante connexe de F qui les 
separe. 

B Exemples 

Dans cette section, nous decrivons les composantes de Reeb sur quelques exemples (tres 
classiques, voir en particulier I'appendice de ^H]). Rappelons que les exemples les plus 
simples sont obtenus en integrant les champs de vecteurs (cf les Figures Q et de 
I'introduction) . Pour ceux-ci, toute composante de Reeb {F,G) associee a un couple 
de points (x, y) est minimale (sauf eventuellement si elle est degeneree), et les bords F 
et G sont des droites topologiques invariantes par la dynamique. De plus, les Heches 
verticalcs associees a unc suite geodesique infinie sont toujours alternativemcnt t ct j 
(Section lU. 
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Les autres exemples sont obtenus en modifiant dcs flots. Sur la [Figure 30| a gauche, le 
couple {x, y) possede une composante de Reeb minimale (F, G) dont le bord negatif F 
est libre (et non pas invariant, cf Lemme l4.7|l . Sur I'exemple de droite, le couple {x, y) 
possede une infinite de composantes de Reeb (dont Ic bord negatif contient la droite 
verticale F et les iteres d'un segment horizontal de longueur variable). Par contre, 
il y a bien une unique composante minimale, dont les bords sont encore des droites 
topologiques. Notons qu'on pent bien stir compliqucr les bords dcs composantes de 
Reeb minimalcs pour obtcnir des bords qui ne sont pas localement connexes. On pent 
trouvcr des constructions formellcs de ccs cxemplcs dans |22l I25| . Lc dernier cxemple 




Figure 30: Exemples de composantes de Reeb (I) 



h 4>°h 




Figure 31: Exemples de composantes de Reeb (II) 



est un pen plus compliquc. Nous partons d'un homcomorphismc h temps 1 d'un flot 
( [Figure 31] gauche). Les points xi et yi sont a /i -distance 3, deux composantes de 
Reeb (F, A) et (A, G) leur sont associees. On perturbe h en le composant par un 



Geometry & Topology, Volume 9 (2005) 



Structure des homeomorphismes de Brouwer 



1773 



homeomorphisme (j>, a support dans un disquc topologique libre D (comme indiqu 
sur la figure). Considerons riiomeomorphisme perturbe h' = (j) o h. La droite A est 
maintenant "dedoublee" en deux courbes F' et G', d'adherences respectives F'UF et 
G'UG. La distance de translation cntrc les deux points xi et yi a chute a 2; I'unique 
composante de Reeb mininiale du couple {xi,yi) est {F,G). Les points X2 et yi sont 
aussi a /I'-distance 2; par centre, la composante minimale de (x2,yi) est (FUF'^G). 
Ainsi, {F U F',G) est une composante de Reeb pour chacun des couple {xi,yi) et 
i^2,yi), cependant elle est minimale pour le second mais pas pour le premier. De 
meme, {F, G' U G) est la composante minimale associee au couple [xi, 2/2) • Les points 
X2 et 2/2, eux, sont a ft,' -distance 1. 

Sur cet exemple, on pent voir la necessite de prendre I'adherence dans la formule 
dcfinissant les composantes minimales (detaillee a la Section r4.3l rappelons que Fi{x, y) 
est le bord de la composante connexe de y dans I'ensemble complcmentaire de 1' ad- 
herence de la boulc _Bi(.t), etc.). En effet, considerons les boules pour la distance 
de translation associee a. h' . La boulc Bi{xi) est I'ouvert a gauche dc la courbe G"; 
symetriquement, Bi{yi) est I'ouvert a droite de la courbe F' . Ainsi, le complementaire 
de Bi{xi) est connexe, sa frontiere est G'UG; de meme, la frontiere du complementaire 
de Bi {yi ) est F' UF; mais le couple {F' U F, G' U G) ne pent pas etre une composante 
de Reeb puisque F' et G' ne sont meme pas disjoints. Par contre le complementaire 
de V adherence de i?i(a;i) a deux composantes connexes (I'une contenant yi, I'autre 
contenant 2/2), dont les frontieres sont respectivement G et G' U G. 

On pent facilement etendre cet exemple pour qu'il existe une courbe geodesique infinie 
dont xi et yi sont deux sommets (Section dl. Dans ce cas, le couple {F,G) est une 
composante de Reeb associee a cette courbe geodesique, et les deux fleches verticales 
indiquant le sens de la dynamique dans F et G sont egales a t (rappelons que ceci 
n'arrivc jamais dans le cas du temps 1 d'un hot). On pent voir ici I'importance de la 
minimalitc des composantes de Reeb considerees dans la definition des fleches verticales 
(Section|Sll: en eff'et, le couple (F, G'UG) est une composante de Reeb (non minimale), 
et son bord G'UG contient a la fois des points allant de N vers S (dans G') et d'autres 
allant de S vers N (dans G); ainsi, il n'est pas possible de definir le type dynamique 
de ce bord (la Proposition 17.21)1 devient fausse pour les composantes non minimales). 

De meme, on pent etendre I'exemple pour qu'il existe une courbe geodesique infinie 
dont xi et 7/2 sont des sommets. Cette fois-ci, c'est (F, G' UG) qui est une composante 
de Reeb associee; les fleches correspondantes sont (t,J,)- Confrontons cet exemple a 
I'etude de la dynamique dans les continus minimaux (Proposition 17.201 et Section : 
I'ensemble G' U G U {N, S} est muni de la topologie de la compactification Nord- 
Sud (pour laquellc I'adherence de G est G U {S} , contrairement a ce que suggere la 
figure, cf Section rr^ . Cette topologie en fait un espace compact, et les composantes 
compactement connexes de G U G' sont precisement G et G' . Les points de G' vont 
tons du Nord au Sud, les points de G vont tons du Sud au Sud. On obtient ainsi 
un exemple avec deux types de comportements dynamiques. On pourrait egalement 
obtenir un bord avec trois types dc comportements (ce qui est le maximum autorise par 
la Proposition 17. 2(jl ceci est une remarque commune avec C. Bonatti ct S. Crovisier). 
Terminons par deux questions. 



Qeometry & Topology, Volume 9 (2005) 



1774 



Frederic he Roux 



Question On considere la compactiGcation Nord-Sud induite par une geodesique 
inBnie, at {F, G) une composante de Reeb associee a cette geodesique. L 'ensemble 
Wn^s{G) est-il toujours compactement connexe? 

Dans I'exemple precedent, I'ensemble G" U G n'est pas compactement connexe, mais 
WN^siG'UG) = G' I'est. 

Question Soit {F, G) une composante de Reeb minimale (associee a un couple (x, y) 
quclconquc). Pcut-il cxistcr deux points z, z' dans le bord G tels que dfi{z,z') — 3? 

Autrement dit, le "/i-diametre" d'un bord de composante de Reeb minimale peut-il 
etre egal a 3? On voit facilemcnt qu'il est infcricur ou cgal a 3, ct dans I'exemple 
precedent le /i-diametre de G' U G est 2 . 



Qeometry & Topology, Volume 9 (2005) 



